
À.Ë. Âàñíåâ

ÍÎÂÛÉ ÍÅÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÏÑÅÂÄÎÂÛÁÎÐÊÈ ÏÐÈ ÁÓÒÑÒÐÀÏÅ

ÀÂÒÎÐÅÃÐÅÑÑÈÈ

Ïðåïðèíò #BSP/2001/0.. R

Ýòà ñòàòüÿ îñíîâàíà íà äèïëîìíîé ðàáîòå, âûïîëíåííîé â ÐÝØ â 2001 ãîäó â

ðàìêàõ èññëåäîâàòåëüñêîé ïðîãðàììû �Ïðåîáðàçîâàíèå ãîñóäàðñòâåííîãî ñåêòîðà â

ýêîíîìèêàõ ïåðåõîäíîãî ïåðèîäà�, ôèíàíñèðóåìîé Ôîíäîì Ôîðäà, ïðîåêò �Ôèíàí-

ñèðîâàíèå êàïèòàëüíûõ âëîæåíèé â Ðîññèè�. ß áëàãîäàðåí ðóêîâîäèòåëþ ïðîåêòà

ïðîôåññîðó Ñòàíèñëàâó Àíàòîëüåâó (ÐÝØ) çà íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå.

Ìîñêâà

2001



Âàñíåâ À.Ë. Íîâûé íåïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïñåâäî-

âûáîðêè ïðè áóòñòðàïå àâòîðåãðåññèè. / Ïðåïðèíò #BSP/2001/0.. R. -

Ì.: Ðîññèéñêàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ øêîëà, 2001. - 29ñ.(Àíãë)
Â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ ïðèìåíåíèå áóòñòðà-
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Ââåäåíèå

Áóòñòðàï ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîäõîäó ïðè ïî-

ñòðîåíèè ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ è èìååò ëó÷øèå ñâîéñòâà â êîíå÷íûõ

âûáîðêàõ. Îñíîâíîé èäååé áóòñòðàïà ÿâëÿåòñÿ çàìåíà èñòèííîãî ìåõà-

íèçìà ãåíåðàöèè äàííûõ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì. Â ñëó÷àå íåçà-

âèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ áóò-

ñòðàïîâñêèõ âûáîðîê ñâîäèòñÿ ê âûòÿãèâàíèþ ñ âîçâðàùåíèåì äàííûõ

èç èñõîäíîé âûáîðêè. Òàêàÿ ïðîöåäóðà íå ïðîõîäèò â êîíòåêñòå âðåìåí-

íûõ ðÿäîâ, òàê êàê ðàçðóøàåò çàâèñèìîñòü ìåæäó íàáëþäåíèÿìè. Îäíî

èç ðåøåíèé - íàëîæèòü îãðàíè÷åíèÿ íà ìîäåëü ãåíåðàöèè äàííûõ, ÷òî-

áû âûäåëèòü íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå èííîâàöèè, òîãäà

ïðèìåíèìà óïîìÿíóòàÿ âûøå ïðîöåäóðà. Äðóãîé ñïîñîá - ñòðîèòü áóò-

ñòðàïîâñêèå âûáîðêè èñõîäÿ èç èñõîäíîé, áåç çíà÷èòåëüíîãî ðàçðóøåíèÿ

âðåìåííîé ñòðóêòóðû, êàê ýòî äåëàåòñÿ â áëî÷íîì áóòñòðàïå.

Ñóùåñòâóþùèå íåïàðàìåòðè÷åñêèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ áóòñòðàïîâ-

ñêèõ âûáîðîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êîíòåêñòå ïîñòðîåíèÿ ïåðåõîäíûõ

âåðîÿòíîñòåé èç îäíîé òî÷êè èñõîäíîé âûáîðêè â äðóãóþ, êîòîðûå çàâè-

ñÿò îò èñòîðèè áóòñòðàïîâñêîé âûáîðêè. Ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ îò÷åòëè-

âî âèäíû íåäîñòàòêè ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ. Âû÷èñëåíèå ïåðåõîäíûõ

âåðîÿòíîñòåé î÷åíü ðåçêî ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå ëèáî î÷åíü ñëàáî

çàâèñèò îò ïðåäûñòîðèè áóòñòðàïîâñêîé âûáîðêè. Íàïðèìåð â áëî÷íîì

áóòñòðàïå ìåõàíèçì ñèëüíî çàâèñèò îò òîãî ãäå íàõîäèòñÿ ïðåäûäóùàÿ

âûáðàííàÿ òî÷êà, â êîíöå áëîêà èëè íåò. Â ñòàöèîíàðíîì áóòñòðàïå âå-

ðîÿòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîé òî÷êè â ïðåäûñòîðèè.
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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé íåïðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ

áóòñòðàïîâñêîé âûáîðêè, êîòîðûé èñïîëüçóåò á�îëüøóþ èíôîðìàöèþ îá

èñòîðèè è êîòîðûé ñîçäàåò âûáîðêó áåç èñêóññòâåííûõ ðàçðûâîâ ìåæäó

íàáëþäåíèÿìè. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ èäåÿ âçÿòà èç ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîãî

ïðîöåññà ìàðêîâñêîé öåïüþ, êîòîðàÿ èìååò òî÷êè èñõîäíîé âûáîðêè â

êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé. Âû÷èñëåíèå ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé âêëþ÷àåò èí-

ôîðìàöèþ èç èñõîäíîé âûáîðêè è çàâèñèò îò èñòîðèè áóòñòðàïîâñêîé

âûáîðêè. Âàæíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ áî-

ëåå ïîëíîå èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè, çàëîæåííîé â âûáîðêå, áåç íàëî-

æåíèÿ ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ìîäåëü. Â ÷àñòíîñòè, ìåòîä èñïîëüçóåò

èíôîðìàöèþ îá àâòîêîððåëÿöèè è óñëîâíîé ãåòåðîñêåäàñòè÷íîñòè, ÷òî

äåëàåò åãî ïðèâëåêàòåëüíûì äëÿ ïðèëîæåíèé. Ìîíòå Êàðëî ñèìóëÿöèè

ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä äàåò ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå êîíå÷íî-

ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè, â ñìûñëå áëèçîñòè ðåàëüíûõ ðàç-

ìåðîâ òåñòîâ ê íîìèíàëüíûì, ïî ñðàâíåíèþ ñ áëî÷íûì áóòñòðàïîì è

àñèìïòîòèêîé.

Îáçîð ëèòåðàòóðû

Ïåðâîíà÷àëüíî áóòñòðàï áûë ââåäåí Ýôðîíîì (1979) äëÿ íåçàâèñè-

ìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ. Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷èòü áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùåé íàñ ñòàòè-

ñòèêè ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â ñëó÷àå âðåìåííûõ ðÿäîâ îáû÷íûé áóòñòðàï íåïðåìåíèì, òàê êàê îí

íàðóøàåò ñòðóêòóðó âðåìåííîãî ðÿäà. Òåì íå ìåíåå ñóùåñòâóþò ìîäèôè-

êàöèè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïðèìåíèòü ïåðâîíà÷àëüíóþ èäåþ â êîíòåêñòå
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âðåìåííûõ ðÿäîâ. Ðàçëè÷íûå âàðèàöèè áóòñòðàïà äëÿ âðåìåííûõ ðÿäîâ

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùåé òàáëèöåé.

Áóòñòðàï îñòàòêîâ

ïàðàìåòðè÷åñêèé

íåïàðàìåòðè÷åñêèé

Ðåøåòî÷íûé áóòñòðàï

Õîëåñêè-ôàêòîð áóòñòðàï

Áëî÷íûé áóòñòðàï

íåïåðåêðûâàþùèåñÿ áëîêè(K�unsch)

ïåðåêðûâàþùèåñÿ áëîêè

Ñêîëüçÿùèå áëîêè (Carlstein)

Áóòñòðàï áëîêîâ èç áëîêîâ

Îáåñøóìëåííûé áóòñòðàï

ñòàöèîíàðíûé

íåïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï (Hansen)

Â ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ êàê ñïî-

ñîá ãåíåðàöèè ïñåâäîâûáîðêè, òàê è âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ áóòñòðàïà íå

ïðåäñòàâëÿþò áîëüøèõ ïðîáëåì. Ïñåâäîâûáîðêà ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè

âûòÿãèâàíèÿ ñ âîçâðàùåíèåì äàííûõ èç èñõîäíîé âûáîðêè, â êà÷åñòâå

ñòàòèñòèêè äëÿ áóòñòðàïà íóæíî âûáèðàòü àñèìïòîòè÷åñêè ïèâîòàëü-

íóþ ñòàòèñòèêó, òî åñòü ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé íå çàâèñèò

îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ñëó÷àå âðåìåííûõ ðÿäîâ ñòàòèñòèêó ïî

ïðåæíåìó íóæíî âûáèðàòü ïèâîòàëüíîé, íî ãåíåðàöèÿ ïñåâäîâûáîðîê

ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Åñëè åñòü íàáëþäåíèÿ {xt}Tt=1,
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òî, ôàêòè÷åñêè, èìååòñÿ ëèøü îäíî íàáëþäåíèå î òðàåêòîðèè ïðîöåññà,

ïî êîòîðîìó íóæíî ïðèáëèçèòü èñòèííûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàííûõ.

Îäíà èç âîçìîæíîñòåé � ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î ìîäåëè ãåíåðàöèè

äàííûõ, íàïðèìåð AR ìîäåëü, è ñâåñòè çàäà÷ó ê áóòñòðàïó íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ èííîâàöèé. Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü, ñîõðàíÿþ-

ùàÿ ñòðóêòóðó çàâèñèìîñòè ìåæäó íàáëþäåíèÿìè, � ïîñòðîåíèå ïñåâ-

äîâûáîðêè ïðè ïîìîùè âûòàñêèâíèÿ íàáëþäåíèé èç èñõîäíîé âûáîðêè

áëîêàìè. Ïåðâàÿ íàçûâàåòñÿ áóòñòðàïîì îñòàòêîâ, âòîðàÿ � áëî÷íûé áóò-

ñòðàï.

Â ñëó÷àå ïàðàìåòðè÷åñêîãî áóòñòðàïà îñòàòêîâ íà ïðèìåðå AR (p) ìî-

äåëè A(L)yt = εt ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà (Berkowitz, Kilian

1996).

1. âûáðàòü p

2. ïî èñõîäíûì äàííûì îöåíèòü ïàðàìåòðû Â(L)

3. ïîñòðîèòü áóòñòðàïîâñêèå èííîâàöèè ε∗t , âûáèðàÿ ñ âîçðàùåíèåì

èç ýìïèðè÷åñêèõ îñòàòêîâ ε̂t = Â(L)yt

4. âûáðàòü âåêòîð íà÷àëüíûõ äàííûõ Y ∗0

5. ñãåíåðèðîâàòü ïñåâäîâûáîðêó Â(L)y∗t = ε∗T èñõîäÿ èç Y ∗0

6. âû÷èñëèòü èíòåðåñóåìûå ñòàòèñòèêè ïî ïñåâäîâûáîêå

7. ïîâòîðèòü 3-6 ÷òîáû ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòè-

ñòèêè
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Åñëè â ìîäåëü íå âêëþ÷åíà êîíñòàíòà, òî îñòàòêè íóæíî ðåöåíòðèðî-

âàòü, ÷òîáû ñðåäíåå ðàâíÿëîñü 0 (Berkowits, Kilian 1996, Horowitz 1999).

Òàêæå, ÷òîáû ñäåëàòü ïîïðàâêó íà êîëè÷åñòâî îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ,

îáû÷íî îñòàòêè äîìíîæàþòñÿ íà [T − p/(T − p − d)]1/2, ãäå d - êîëè÷å-

ñòâî îöåíèâàåìûõ êîýôôèöèåíòîâ (Berkowits, Kilian 1996). Âåêòîð ïåð-

âîíà÷àëüíûõ íàáëþäåíèé âû÷èñëÿåòñÿ ëèáî èç îñòàòêîâ ε∗t , ëèáî áåðåòñÿ

áëîê èç èñõîäíûõ äàííûõ.

Ïîõîæèå ïðîöåäóðû ïðèìåíÿþòñÿ ïðè áóòñðàïå ARMA è VAR ìîäå-

ëåé.

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê äàííîãî ïîäõîäà � íåîáõîäèìîñòü âûáîðà ìîäå-

ëè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé. Äàæå åñëè èçâåñòåí êëàññ

ìîäåëåé, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò èñòèííûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàííûõ,

íàïðèìåð AR ìîäåëè, òî êà÷åñòâî áóòñòðàïîâñêèõ âûâîäîâ ñèëüíî çàâè-

ñèò îò âûáîðà ïðàâèëüíîãî ïîðÿäêà p (Berkowits, Kilian 1996).

Ðåøåòî÷íûé áóòñòðàï ïðèáëèæàåò èñõîäíûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàí-

íûõ ïðè ïîìîùè àâòîðåãðåññèè ïîðÿäêà p(T ), ãäå p(T ) → ∞ è p(T ) =

o(T ) ïðè T → ∞. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðè ïîìîùè òàêîãî 'ïðîñåèâà-

íèÿ' ìû ïîëó÷àåì îñòàòêè, êîòîðûå ãîðàçäî áëèæå ê iid äàííûì. Òîãäà

ïðèâåäåííàÿ âûøå ïðîöåäóðà äëÿ áóòñòðàïà AR ìîäåëè âåðíà è äëÿ ðå-

øåòî÷íîãî áóòñòðàïà.

Õîëåñêè-ôàêòîð áóòñòðàï èñïîëüçóåò òî÷íîå äî âòîðîãî ïîðÿäêà ïðåä-

ñòàâëåíèå ñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ïðè ïîìîùè ðàçëîæåíèÿ Õî-

ëåñêè ñåðèéíîé ìàòðèöû êîâàðèàöèé è íàáîðà íåñêîððåëèðîâàííûõ ãî-

ìîñêåäàñòè÷íûõ îñòàòêîâ. Òî åñòü åñëè Y = (y1, . . . , yT )′ ∼ (µ,Σ), ðàçëî-

æåíèå Õîëåñêè PP ′ = Σ, òî ïðåäñòàâëåíèå µ+Pε, ãäå ε = (ε1, . . . , εT )′ è

8



εt íåñêîððåëèðîâàííû è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû, ìîæíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ ãåíåðàöèè ïñåâäîâûáîðîê. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îöåíèòü µ, Σ è âåê-

òîð îøèáîê. Ïîñëå ÷åãî ìîæíî ïðè ïîìîùè áóòñòðàïà äëÿ íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ ñòðîèòü ïñâäîâûáîðêó äëÿ îøèáîê,

êîòîðóþ çàòåì ïðåîáðàçîâûâàòü â ïñåâäîâûáîðêó äëÿ èñõîäíîãî ðÿäà.

×òîáû ñîõðàíèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó íàáëþäåíèÿìè â èñõîäíîé âû-

áîðêå, áëî÷íûé áóòñòðàï âûáèðàåò íå ïî îäíîìó íàáëþäåíèþ, à öåëû-

ìè áëîêàìè. Ïðè ïîñòðîåíèè áëîêîâ ñóùåñòâóåò ðÿä àëüòåðíàòèâ: áëîêè

ôèêñèðîâàííîé äëèíû ïåðåêðûâàþùèåñÿ (K�unsch), íåïåðåêðûâàþùèåñÿ

(Carlstein), áëîêè ñëó÷àéíîé, ðàñïðåäåëåííîé ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó çàêîíó

äëèíû (ñòàöèîíàðíûé áóòñòðàï, Politis&Romano).

Ãëàâíàÿ ñëîæíîñòü â áëî÷íîì áóòñòðàïå � ýòî âûáîð äëèíû áëîêà.

Ìàëåíüêèå áëîêè ðàçðóøàþò çàâèñèìîñòü ìåæäó íàáëþäåíèÿìè, ïðè

áîëüøèõ áëîêàõ ïñåâäîâûáîðêè áóäóò ïîõîæèìè. Â ëèòåðàòóðå åñòü íåñêîëü-

êî ñïîñîáîâ âûáîðà äëèíû áëîêîâ. Berkowitz, Kilian (1996) ïðåäëàãàþò â

ñëó÷àå, êîãäà ìîäåëü èçâåñòíà, íàïðèìåð AR(2), èëè ñîñòîÿòåëüíî îöå-

íåíà, íàïðèìåð âûáðàí ïîðÿäîê àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïðè ïîìî-

ùè èíôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ, âûáèðàòü áëîêè, êîòîðûå äàþò íàèëó÷-

øèå ðåçóëüòàòû ïðè Ìîíòå Êàðëî ñèìóëÿöèÿõ â çàäàííîé ìîäåëè. Hall,

Horowitz and Jing(1995) ïðåäëàãàþò ðàçáèòü âûáîðêó íà íåñêîëüêî ïîä-

âûáîðîê, ïðè ïîèîùè ïåðåáîðà ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáðàòü áëîêè, êî-

òîðûå äàþò õîðîøèå ðåçóëüòàòå ïðè áóòñòðàïå â ïîäâûáîðêàõ, îòêóäà

ïîëó÷èòü äëèíó áëîêà äëÿ èñõîäíîé âûáîðêè.

Â ñëó÷àå êîãäà èíòåðåñóåìàÿ íàñ ñòàòèñòèêà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò

ïîðÿäêà íàáëþäåíèé, íàïðèìåð ïðè áóòñòðàïå AR ìîäåëåé, òî ñëåäóåò
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ïðèìåíÿòü áóòñòðàï áëîêîâ èç áëîêîâ. Îñíîâíàÿ ñóòü äàííîãî ìåòîäà �

âûòàñêèâàòü áëîêè óðàâíåíèé. Òî åñòü åñëè ó íàñ åñòü AR(1) ìîäåëü è

ïðè áëî÷íîì áóòñòðàïå ïîëó÷èëàñü íåêàÿ ïñåâäîâûáîðêà, òî â êà÷åñòâå

ðåãðåññîðîâ íóæíî áðàòü íå ïðåäûäóùåå íàáëþäåíèå â ïñåâäîâûáîðêå,

à ïðåäûäóùåå íàáëþäåíèå èç èñõîäíîé âûáîðêè. Òåì ñàìûì îòëè÷èå îò

îáû÷íîãî áëî÷íîãî áóòñòðàïà áóäåò òîëüêî â ìåñòàõ ñêëåéêè áëîêîâ.

Îáåñøóìëåííûé áóòñòðàï ïîçâîëÿò ÷àñòè÷íî ðàçðåøèòü ïðîáëåìó

âûáîðà äëèíû áëîêà. Ïîñêîëüêó â èñõîäíûõ äàííûõ çàâèñèìîñòü ìåæäó

íàáëþäåíèÿìè ñóùåñòâåííà, ÷òî íå ïîçâîëÿåò âûáèðàòü ìàëåíüêèå áëîêè

è òåì ñàìûì îãðàíè÷èâàåò ðàçíîîáðàçèå ïñåâäîâûáîðîê, òî ïðåäëàãàåò-

ñÿ ïðèìåíèòü ê èñõîäíûì äàííûì ôèëüòð, íàïðèìåð AR(1), ïîëó÷èòü

îñòàòêè è ïðèìåíèòü áëî÷íûé áóòñòðàï ê îñòàòêàì, à çàòåì èç ïñåâ-

äîîñòàòêîâ ïîñòðîèòü ïñåâäîâûáîðêó. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíåíèå

ôèëüòðà ñõâàòûâàåò ñóùåñòâåííóþ äîëþ çàâèñèìîñòè ìåæäó äàííûìè,

ïîýòîìó ê îñòàòêîì ìîæíî ïðèìåíÿòü áëî÷íûé áóòñòðàï ñ ìåíüøåé äëè-

íîé áëîêà. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ðàçíîîáðàçíîå ñåìåéñòâî

ïñåâäîâûáîðîê, â êîòîðûõ ñîõðàíåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó íàáëþäåíèÿìè.

Ïðè íåïàðàìåòðè÷åñêîì áóòñòðàïå (Hansen 1999) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïñåâ-

äîâûáîðêè íàáëþäåíèÿ âûòàñêèâàþòñÿ ïî îäíîìó, ÷òî íàïîìèíàåò áóò-

ñòðàï äëÿ iid ñëó÷àÿ, íî íàáëþäåíèÿ èç èñõîäíîé âûáîðêè âûòàñêèâà-

þòñÿ ñ ðàçíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ýòè âåðîÿòíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ èñõîäÿ

èç îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è è çàâèñÿò îò èñõîäíîé âûáîðêè è ïðåäûñòî-

ðèè ïñåâäîâûáîðêè. Â îðèãèíàëüíîé ïðîöåäóðå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè

îãðàíè÷åíèÿ íà ìîìåíòû, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóï-

íîñòü, èç êîòîðîé ïðèøëà èñõîäíàÿ âûáîðêà, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòè äëÿ
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âûòàñêèâàíèÿ íîâîãî íàáëþäåíèÿ äëÿ ïñåâäîâûáîðêè âû÷èñëÿþòñÿ òàê,

÷òîáû áûëè âûïîëíåíû àíàëîãè ýòèõ îãðàíè÷åíèé íà ìîìåíòû â ïñåâäî-

âûáîðêå. Çàïèøåì çàäà÷ó ôîðìàëüíî.

Ïóñòü yt - àíàëèçèðóåìûé âðåìåííîé ðÿä. Îáîçíà÷èì xt = (yt−1, . . . , yt−m)

ïðåäûñòîðèþ. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî âðåìåííîé ðÿä óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ

E(g(yt, xt; θ0)|Ft−1) = 0

è ìû èìååì èñõîäíóþ âûáîðêó y1, . . . , yT . Ïóñòü ïîñòðîåíà ÷àñòü ïñåâäî-

âûáîðêè äî ìîìåíòà t, òî åñòü èçâåñòíà ïðåäûñòîðèÿ ïñåâäîâûáîðêè x∗t .

Òîãäà yt âûòàñêèâàåòñÿ èç èñõîäíîé âûáîðêè ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1, . . . , pT ,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

p̂ = (p̂1, . . . , p̂T ) = arg max
T∑
i=1

wi log(pi)

ñ îãðàíè÷åíèÿìè

pi ≥ 0,
T∑
i=1

pi = 1,
T∑
i=1

g(yt, x
∗
t ; θ̂)pi = 0

Âåñà wi âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè ÿäåðíîé ôóíêöèè

wi =
Kh(xi − x∗t )∑T
j=1Kh(xj − x∗t )

Åñëè íå íàêëàäûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ìîìåíòû, òî åñòü ñ÷èòàòü, ÷òî

ìîäåëü íåèçâåñòíà, òî ðåøåíèåì çàäà÷è áóäåò

pi = wi,

òî åñòü yi âûòàñêèâàåòñÿ ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ, åñëè åãî ïðåäûñòîðèÿ

xi áëèçêà ê ïðåäûñòîðèè, ïîëó÷èâøåéñÿ ê äàííîìó ìîìåíòó â ïñåâäîâû-

áîðêå.
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Ñòàòèñòèêà äëÿ áóòñòðàïà. Êàê è â ñëó÷àå iid äàííûõ íåîáõîäèìî

âûáèðàòü àñèìïòîòè÷åñêè ïèâîòàëüíûå ñòàòèñòèêè, íàïðèìåð â ñëó÷àå

AR ìîäåëåé äëÿ OLS îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ èñïîëüçóþòñÿ t-ñòàòèñòèêè.

Çäåñü âîçíèêàåò ïðîáëåìà îöåíèâàíèÿ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê, à òàêæå ñìå-

ùåíèå (Horowitz 1999) èç-çà òîãî, ÷òî ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîâûáîðêè

ïðè áëî÷íîì áóòñòðàïå íå âîñïðîèçâîäèò ñòðóêòóðó çàâèñèìîñòè èñòèí-

íîãî DGP.

Ñòàíäàðòíûå îøèáêè âû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè HAC ôîðìóëû, ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ âåñîâ, à òàêæå îöåíèâàíèåì êîâàðèàöèé òîëüêî

âíóòðè áëîêîâ. Òàêæå ñòàíäàðòíûå îøèáêè ìîæíî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìî-

ùè VARHAC îöåíêè (den Haan, Levin 1996).

Èíòåðïðåòàöèÿ ñóùåñòâóþùèõ ñõåì â

òåðìèíàõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Ñóùåñòâóþùèå ñõåìû ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîâûáîðêè ìîæíî ðàññìîòðåòü

â ñëåäóþùåì êîíòåêñòå. Ïóñòü èìååòñÿ èñõîäíàÿ âûáîðêà y1, . . . , yT è

ïîñòðîåíà ÷àñòü ïñåâäîâûáîðêè y∗1, . . . , y
∗
s , òîãäà ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå

äëÿ ïñåâäîâûáîðêè y∗s+1 âûáèðàåòñÿ èç èñõîäíîé âûáîðêè â ñîîòâåòñòâèè

ñ âåðîÿòíîñòÿìè pt (òî åñòü y∗s+1 = yt ñ âåðîÿòíîñòüþ pt è
∑
pt = 1 ). Â

îáùåì âèäå ýòè âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò îò èñòîðèè ïñåâäîâûáîðêè è âû÷èñ-

ëÿþòñÿ èñõîäÿ èç èíôîðìàöèè ñîäåðæàùåéñÿ â äàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ

íåêîòîðûì ïðàâèëîì, òî åñòü pt = pt(y
∗
1, . . . , y

∗
s ; y1, . . . , yT ; s).

Òàê âåðîÿòíîñòè pt = 1
T ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíà-

êîâî ðàñïðåäåëåííûõ äàííûõ è íå çàâèñÿò îò ïðåäûñòîðèè ïñåâäîâûáîð-

êè è ñàìîé âûáîðêè.
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Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî áóòñòðàïà, åñëè â óæå ïîñòðîåííîé ÷àñòè

ïñåâäîâûáîðêè y∗s = yk, òî ñëåäóþùåå ïñåâäîíàáëþäåíèå y∗s+1 ñ âåðîÿò-

íîñòüþ p áóäåò ðàâíî yk+1 è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p áóäåò ïðîèçâîëüíûì

íàáëþäåíèåì èç èñõîäíîé âûáîðêè. Áîëåå ôîðìàëüíî, pt = p+ (1− p) 1
T

ïðè t = k + 1 è pt = (1 − p) 1
T ïðè t 6= k + 1. Çäåñü ïåðåõîäíûå âåðîÿò-

íîñòè çàâèñÿò îò ïîñëåäíåãî íàáëþäåíèÿ â èñòîðèè ïñåâäîâûáîðêè è îò

èñõîäíîé âûáîðêè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü áëî÷íûé áóòñòðàï ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ áëîêà-

ìè äëèíû l (äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî T = nl). Çäåñü ïðîöåäóðà

âûáîðà y∗s+1 çàâèñèò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îò òîãî â êàêîé ÷àñòè áëîêà

íàõîäèëîñü íàáëþäåíèå y∗s . Åñëè ýòî áûëî ïîñëåäíåå íàáëþäåíèå â áëîêå,

òî y∗s+1 âûáèðàåòñÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè èç y1, y1+l, y1+2l . . . , y1+(n−1)l,

åñëè îíî íàõîäèëàñü âíóòðè áëîêà, òî âåðîÿòíîñòè âûðîæäàþòñÿ è ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ 1 áåðåòñÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà âíóòðè áëîêà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ìåñòîíàõîæäåíèÿ òî÷êè â äàííîì ñëó÷àå ïî-ïðåæíåìó äîñòàòî÷íî ïî-

ñëåäíåé òî÷êè èç èìåþùåéñÿ ÷àñòè ïñåâäîâûáîðêè, íî çäåñü ìåõàíèçì

îïðåäåëåíèÿ ðåçêî ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ýòîé èíôîðìàöèè. Îí ëèáî

äåòåðìåíèñòè÷åí, ëèáî ñëó÷àåí.

Â áëî÷íîì áóòñòðàïå ñ ïåðåêðûâàþùèìèñÿ áëîêàìè ñèòóàöèÿ ïîõî-

æàÿ. Òî åñòü y∗s+1 âûáèðàåòñÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè èç y1, y2, y3 . . . , yT−l+1,

åñëè y∗s - ïîñëåäíÿÿ òî÷êà áëîêà è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 áåðåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òî÷êà âíóòðè áëîêà, åñëè y∗s âíóòðè áëîêà. Íî òåïåðü íåäîñòàòî÷íî îä-

íîãî íàáëþäåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîíàõîæäåíèÿ òî÷êè y∗s ïî îòíî-

øåíèþ ê áëîêó, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìà âñÿ èñòîðèÿ ïñåâäîâû-

áîðêè. Íî ïî ïðåæíåìó ìåõàíèçì îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé î÷åíü ðåçêî
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ìåíÿåòñÿ îò ýòîãî ìåñòîíàõîæäåíèÿ.

Íåïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï Õàíñåíà â òåðìèíàõ ïåðåõîäíûõ âåðî-

ÿòíîñòåé âûãëÿäèò íàèáîëåå ñîâåðøåííûì. Ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíî-

ñòåé èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ èç âûáîðêè, èíôîðìàöèÿ î ïðåäûñòîðèè

â ïñåâäîâûáîðêå, à òàêæå ìåõàíèçì âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íå ìåíÿ-

åòñÿ ðåçêî îò òî÷êè ê òî÷êå. Íî ýòîò ìåòîä òðåáóåò çíàíèÿ ìîäåëè, òî

åñòü îãðàíè÷åíèé íà ìîìåíòû, à òàêæå òðåáóåò ìíîãî âðåìåíè äëÿ âû-

÷èñëåíèé.

Èòàê, ýòè ñõåìû îáëàäàþò ðÿäîì íåäîñòàòêîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà

íåêîòîðàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòèõ ñõåì ñ öåëüþ áîëåå ïîëíîãî èñïîëüçîâàíèÿ

èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â èñõîäíîé âûáîðêå.
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Ìàðêîâñêèé áóòñòðàï

Èòàê îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èìååòñÿ èñõîäíàÿ âûáîðêà y1, . . . , yT

è ïîñòðîåíà ÷àñòü ïñåâäîâûáîðêè y∗1, . . . , y
∗
s . Òîãäà y∗s+1 = yt ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ pt.

pt = pt(y
∗
1, . . . , y

∗
s ; y1, . . . , yT ; s)

Íàéäåì ýòè âåðîÿòíîñòè èñõîäÿ èç ïðèáëèæåíèÿ èñõîäíîãî ïðîöåñ-

ñà äèñêðåòíîé ìàðêîâñêîé öåïüþ, êîòîðàÿ èìååò â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèé

íàáëþäåíèÿ èñõîäíîé âûáîðêè, à ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè íàõîäÿòñÿ ïî

íåêîòîðîìó ïðàâèëó è çàâèñÿò îò èñõîäíîé âûáîðêè.

Ïðîñòåéøèé ñëó÷àé. Ðàññìîòðèì ïàðû {(yk, yk+1)}T−1
k=1 . Åñëè ðàññìîò-

ðåòü ýòè òî÷êè â äâóìåðíîé ïëîñêîñòè, òî ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â êâàäðàòå

[y(1), y(T )] × [y(1), y(T )]. Ðàçäåëèì ýòîò êâàäðàò íà ÷àñòè, äëÿ ýòîãî ïîäå-

ëèì êàæäóþ ñòîðîíó íà I ÷àñòåé ∆1,∆2, . . . ,∆I , âîçìîæíûå âàðèàíòû

òàêîãî ðàçáèåíèÿ áóäóò äàíû íèæå. Ïîñëå ðàçáèåíèÿ íàéäåì îòðåçîê ∆k,

â êîòîðûé ïîïàëà y∗s , ïîñëå ÷åãî îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòè

pt =

 0, yt−1 6∈ ∆k

1/#{yl ∈ ∆k}, yt−1 ∈ ∆k

Òî åñòü åñëè y∗s ïîïàëà â ∆k, òî ìû ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäèì

â òî÷êè, ó êîòîðûõ ïðåäûñòîðèÿ òàêæå ïîïàäàåò â ýòîò îòðåçîê.

Âûáîð ðàçáèåíèÿ [y(1), y(T )] íà îòðåçêè ∆i ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëè. Â ñèìóëÿöèÿõ áûëè ðàññìîòðåíû ðàâíîìåðíîå ýìïèðè÷åñêîå

ðàçáèåíèÿ è ðàçáèåíèå íà ðàâíûå îòðåçêè. Îáîçíà÷èì ∆i = [ai, ai+1].

Ðàâíîìåðíîå ýìïèðè÷åñêîå ðàçáèåíèå (ñ îäèíàêîâûì êîëè÷åñòâîì
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òî÷åê ïðåäûñòîðèè â êàæäîì îòðåçêå):

a1 = ymin, #{ai ≤ ys ≤ ai+1} = m, i = 1, . . . , I, I =
T

m
, (m = pT )

Ðàçáèåíèå íà ðàâíûå îòðåçêè

a1 = ymin, ai+1 = ai +
ymax − ymin

I
, i = 1, . . . , I, I =

T

m
, (m = pT )

Äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âèäíû ïðåèìóùåñòâà MC áóòñòðàïà. Âî-

ïåðâûõ, ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò îò ïðåäûñòîðèè áóòñòðàïîâ-

ñêîé âûáîðêè. Âî-âòîðûõ, ïðè îïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçóåòñÿ

ñàìà âûáîðêà. Íàêîíåö, âåðîÿòíîñòè ñ÷èòàþòñÿ ïî åäèíîé ñõåìå, êîòî-

ðàÿ íå ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå.

Ñãëàæåííûé ìàðêîâñêèé áóòñòðàï

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, åñëè èñòîðèÿ ïñåâäîâûáîðêè ïðèøëà â îòðåçîê

∆k, òî âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â òî÷êè èñõîäíîé âûáîðêè, ó êîòîðûõ ïðå-

äûñòîðèÿ òàêæå ïîïàëà â ýòîò îòðåçîê, áûëè îäèíàêîâûìè. Åñòåñòâåí-

íûì îáîáùåíèåì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò òîãî, íàñêîëüêî äàëåêî ëåãëà ïðåäûñòî-

ðèÿ â âûáîðêå îò ïðåäûñòîðèè òî÷êè, â êîòîðóþ ìû õîòèì ïåðåéòè. Ýòó

èíôîðìàöèþ ìîæíî ó÷åñòü ïðè ïîìîùè ÿäåðíîé ôóíêöèè, òîãäà ïîëó-

÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé:

pt = pt(y
∗
1, . . . , y

∗
s ; y1, . . . , yT ; s) = Kh(y∗s )(y

∗
s − yt),

ãäå â êà÷åñòâå ÿäåðíîé ôóíêöèè K âîçìîæíû ðàçëè÷íûå âàðèàíòû, à

òàêæå h(y∗s) ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ïàðàìåòðîì âûáîðà. Ýòà ôîðìóëà íàïî-

ìèíàåò íåïàðàìåòðè÷åñêèé áóòñòðàï Õàíñåíà â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå (áåç
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èñïîëüçîâàíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ìîìåíòû), íî çäåñü h çàâèñèò îò y∗s , ÷òî

äàåò äîïîëíèòåëüíûå ïðåèìóùåñòâà. È êàê ïîêàçàëè ðàñ÷åòû, ïðè h, íå

çàâèñÿùåì îò ïðåäûñòîðèè, ìåòîä äàåò õóäøèå ðåçóëüòàòû.

Èññëåäîâàíèå ìåòîäà â ñòèëèçîâàííûõ

ìîäåëÿõ

Ìåòîä èññëåäîâàëñÿ íà ìîäåëè AR(1) êîãäà èñòèííûé ïðîöåññ ãåíåðà-

öèè äàííûõ îäèí èç ñëåäóþùèõ: AR(1), AR(2) èëè íåëèíåéíûé. Âûáîð

òàêèõ âàðèàíòîâ ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå ìåòîäîâ â ñëó÷àå êîãäà

èñòèííûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàííûõ èçâåñòåí, êîãäà â ñèëó êàêèõ-ëèáî

ïðè÷èí ïðîèçîøëà îøèáêà â îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà àâòîðåãðåññèè (íàïðè-

ìåð â ñèëó îòêëàíåíèé ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêè äëÿ ïîðÿäêà àâòîðåãðåññèè

ïðè ïîìîùè èíôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ), èëè êî-

ãäà èñòèííûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàííûõ íåëèíåéíûé, íî ìû åãî àíàëèçè-

ðóåì â òåðìèíàõ ïðîåêöèè íà ïðåäûñòîðèþ ïðîöåññà. Èòàê, ôîðìàëüíî

áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ìîäåëè:

yt = µ+ αyt−1 + et, (1)

(1−αL)(1− ρ2L)yt = et ∼ yt = µ+ (α+ ρ2)yt−1−αρ2yt−2 + et,
1 (2)

yt = µ+ αyt−2et−1 + et,
2 (3)

ãäå

et = ηt

√
ω + γe2

t−1.

1ρ2 = .5 Ïðè îöåíèâàíèè ýòîé ìîäåëè êàê AR(1) yt = µ̃+ α̃yt−1 + vt íóæíî èñïîëüçîâàòü ïñåâäî-

èñòèííûé ïàðàìåòð α̃ = Cov(yt,yt−1)
V ar(yt)

= γ1
γ0

= α+ρ2
1+αρ2

, òîãäà Cov(vt, yt−1)=0
2ïñåâäîèñòèííûé ïàðàìåòð α̃ = 0
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Ðàñïðåäåëåíèå ηt áûëî âûáðàííî ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì N (0, 1).

Ïàðàìåòðû: ω = 1, µ = 0, γ ∈ {0, .5, }, α = 0 äëÿ AR(1) ìîäåëè, α = −0.5

äëÿ AR(2) ìîäåëè è α = 0.5 äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè. Òàêèå ïàðàìåòðû

äëÿ α áûëè âûáðàíû, ÷òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü ìåòîä â ñëó÷àå íåñâÿçíûõ

ïðîöåññîâ (not persistent).

Ðàçìåð âûáîðêè T = 30, 60, 120 è R = 5000 3 êîëè÷åñòâî ñèìóëÿöèé.

Â ðåçóëüòàòå ñèìóëÿöèé âû÷èñëÿëèñü èñòèííûå îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç ïðè ïîìîùè ñèììåòðè÷íûõ äâóñòîðîííèõ è íåñèì-

ìåòðè÷íûõ îäíîñòîðîííèõ t-ïðîöåíòíûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, ïîñ÷è-

òàííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïîëó÷åííîãî â ñèìóëÿöèÿõ ïðè ïîìîùè áóòñòðàïà ñ ïåðåêðûâàþùè-

ìèñÿ áëîêàìè è ïðè ïîìîùè ìàðêîâñêîãî áóòñòðàïà.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê èñïîëüçîâàëèñü ÷àñòî èñïîëü-

çóåìàÿ â ïðèëîæåíèÿõ ôîðìóëà Âàéòà, ôîðìóëà Íþè-Âåñòà äëÿ ó÷åòà

àâòîêîððåëÿöèè â îøèáêàõ, íî ïîñêîëüêó îíà íà ó÷èòûâàåò ñòåïåíü êîð-

ðåëÿöèè îøèáîê â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, òî áûëà èñïîëüçîâàíà

òàêæå è VARHAC ôîðìóëà.

3äëÿ àñèìïòîòèêè è ïðåêðûâàþùèõñÿ áëîêîâ R = 10000
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Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòîâ

Âðåìåííîé ðÿä y1, . . . , yT îöåíèâàëñÿ êàê AR(1) ìîäåëü.

yt = µ+ αyt−1 + et

Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Y = (y2, . . . , yT )′, X = (x′t) = [(1, y1)
′, . . . , (1, yT−1)

′]′

OLS îöåíêà β̂ = (µ̂, α̂)′ = (X ′X)−1X ′Y , îñòàòêè ê = Y −Xβ, Z = (z′t) =

(x′têt),

t-ñòàòèñòèêà äëÿ êîýôôèöèåíòà α ðàñ÷èòûâàëàñü ïî ôîðìóëå

t =
α̂− α
se(α̂)

,

ãäå ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ðàñ÷èòûâàëàñü ïî Âàéòó, Íþè-Âåñòó è VARHAC.

Ôîðìóëà Íþè-Âåñòà

V̂ = Q̂−1
xx Q̂xeQ̂

−1
xx =

=
T − 1

T − 3
(X ′X)−1

(
Z ′Z +

m∑
j=1

ω(
j

m+ 1
)

T−1−j∑
l=1

(zl+jz
′
l + zlz

′
l+j)

)
(X ′X)−1

ãäå m =
[
4(T−1

100 )1/3
]
, â êà÷åñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé èñïîëüçîâàëèñü

ω(x) = (1− x) ñòàíäàðòíàÿ

ω(x) = 1 ðàâíîìåðíàÿ

ω(x) =

 1, |x| ≤ α

1− |x|−α1−α , α < |x|
òðàïåöèèäàëüíàÿ

ω(x) = 1− |x|q Ïàðçåíîâñêàÿ
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Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà ïî Âàéòó ñîîòâåòñòâóåò m = 0 â ïðèâåäåííîé

âûøå ôîðìóëå. Ñòàíäàðòíàÿ îøèáêà VARHAC ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà Z1, Z2 ìàòðèöû Z ïðîãîíÿëèñü ðåãðåññèè

íà Z−1, . . . , Z−k, ãäå k = 1, . . . , 4, âûáèðàëàñü ìîäåëü ñ ìèíèìàëüíûì

AIC4 êðèòåðèåì (òàêæå ðàññìàòðèâàëàñü ìîäåëü ñ k = 0, òî åñòü êî-

ãäà â êà÷åñòâå e áåðåòñÿ èñõîäíûé âåêòîð). Èòàê, äëÿ êàæäîãî ñòîëáöà

âûáèðàëàñü ñâîÿ ìîäåëü, èç íèõ ñîñòàâëÿëàñü îáùàÿ VAR ìîäåëü äëÿ Z

Zt =
k̂∑
k=1

ÂkZt−k + êt,

ïîñëå ÷åãî ñòðîèëèñü Ṽ - îöåíêà äèñïåðñèè îøèáîê VAR ìîäåëè, è èòîãî-

âàÿ îöåíêà äëÿ Q̂xe âû÷èñëÿëàñü ïî ôîðìóëå Q̂xe = (I−
∑k̂

k=1 Âk)
−1Ṽ (I−∑k̂

k=1 Â
′
k)
−1.

Ïîâåäåíèå íîâîãî ìåòîäà ñðàâíèâàëîñü ñ ðåçóëüòàòàìè àñèìïòîòè÷å-

ñêîãî ïîäõîäà è áëî÷íîãî áóòñòðàïà.

Àñèìïòîòèêà. Â 10000 ñèìóëÿöèÿõ ðàññìàòðèâàëîñü äåéñòâèòåëü-

íûé ïðîöåíò ïîïàäàíèÿ t-ñòàòèñòèêè â 1%, 5% è 10% êðèòè÷åñêèå îá-

ëàñòè, ïîñòðîåííûå ïî ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ 5. Òî

åñòü ñ÷èòàëîñü ÷àñòîòà ñîáûòèé {|t| > 2.57}, {|t| > 1.96}, {|t| > 1.64}

äëÿ ñèììåòðè÷íûõ äâóõñòîðîííèõ èíòåðâàëîâ è {t > 2.33}, {t > 1.64},

{t > 1.28} è {t < −2.33}, {t < −1.64}, {t < −1.28} äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ

íåñèììåòðè÷íûìè îäíîñòîðîííèìè èíòåðâàëàìè.
4AIC = ln e′e

T + 2 ∗ k ∗ 2/T
5Äëÿ ξ ∼ N(0, 1) P{|ξ| > 2.57} = 1%, P{|ξ| > 1.96} = 5%, P{|ξ| > 1.64} = 10%, P{ξ >

2.33} = P{ξ < −2.33} = 1%, P{ξ > 1.64} = P{ξ < −1.64} = 5%, P{ξ > 1.28} = P{ξ < −1.28} =

10%,
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Áëî÷íûé áóòñòðàï. Â 10000 ñèìóëÿöèÿõ ðàñ÷èòûâàñÿ äåéñòâèòåëü-

íûé ïðîöåíò ïîïàäàíèÿ t-ñòàòèñòèêè â 1%, 5% è 10% êðèòè÷åñêèå îáëà-

ñòè, ïîñòðîåííûå èñõîäÿ èç áóòñòðàïîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ t-ñòàòèñòèêè,

âû÷èñëåííîãî ïðè ïîìîùè B áóòñòðàïîâñêèõ ïîâòîðåíèé. Ïðè ïîñòðîå-

íèè ïñåâäîâûáîðêè èñïîëüçîâàëèñü ïåðåêðûâàþùèåñÿ áëîêè äëèíû l. Òî

åñòü åñëè îáîçíà÷èòü s1, . . . , s[T/l]+1 ñëó÷àéíûå öåëûå ÷èñëà âûáðàííûå

èç [1, T − l + 1], òî ïñåâäîâûáîðêà ñòðîèëàñü êàê

ys1
, ys1+1, . . . , ys1+l−1, ys2

, . . . , ys2+l−1, . . . , ys[T/l]+1
, . . . , ys[T/l]+1+T−[T/l]l−1

Äëÿ êàæäîé ïñåâäîâûáîðêè ïðîâîäèëàñü ïðîöåäóðà îöåíêè êîýôôèöè-

åíòîâ êàê îïèñàíî âûøå è âû÷èñëÿëàñü t-ñòàòèñòèêà

t(α̂∗) =
α̂∗ − α̂
se(α̂∗)

,

ïîñëå ÷åãî ïî íàáîðó ýòèõ ñòàòèñòèê íàõîäèëèñü êðèòè÷åñêèå çíà÷å-

íèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ äâóñòîðîííèõ èíòåðâàëîâ |t|[B(1−0.01)], |t|[B(1−0.05)],

|t|[B(1−0.10)] è äëÿ íåñèììåòðè÷íûõ îäíîñòîðîííèõ èíòåðâàëîâ t[B∗0.01],

t[B∗0.05], t[B∗0.10], t[B(1−0.01)], t[B(1−0.05)], t[B(1−0.10)]. Äàëåå íàõîäèëñÿ ïðîöåíò

ïîïàäàíèÿ t-ñòàòèñòèêè â êðèòè÷åñêèå îáëàñòè.

Ìàðêîâñêèé áóòñòðàï. Àëãîðèòì îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåãî òîëü-

êî â ÷àñòè ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîâûáîðêè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîâûáîðêè

ïðåäâàðèòåëüíî âû÷èñëÿëîñü ðàçáèåíèå {ai}I+1
i=1 îòðåçêà [y(1), y(T )] ïî îä-

íîìó èç ïðåäëîæåííûõ ðàíåå ñïîñîáîâ. Äàëåå ïî ýòîìó ðàçáèåíèþ âû÷èñ-

ëÿëàñü ìàòðèöà ïåðåõîäîâ P = (pij), ãäå pij - âåðîÿòíîñòü ïðåéòè â òî÷êó

yj åñëè ïðåäûñòîðèÿ áóòñòðàïîâñêîé ïñåâäîâûáîðêè ïîïàëà â yi. Åñëè

îáîçíà÷èòü Ik îòðåçîê êóäà ïîïàäàëà òî÷êà yi, à n - îáùåå êîëè÷åñòâî
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òî÷åê ïîïàâøèõ â ýòîò îòðåçîê, òî i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû P âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå

pij =

 0, yj−1 6∈ Ik
1/n, yj−1 ∈ Ik

Îòäåëüíîé îáðàáîòêè òðåáóåò òî÷êà yT . Åñëè ýòà òî÷êà ïîïàëà â îòðåçîê

Ik âìåñòå ñ äðóãèìè òî÷êàìè, òî ïðèìåíèìà ïðåäûäóùàÿ ôîðìóëà. Íî

âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà â Ik êðîìå yT íè÷åãî íå ïîïàëî (òàêàÿ ñèòóà-

öèÿ íå âîçìîæíà ïðè ðàâíîìåðíîì ýìïèðè÷åñêîì ðàçáèåíèè è ðåäêà äëÿ

ðàçáèåíèÿ íà ðàâíûå îòðåçêè). Äëÿ ëþáîé äðóãîé òî÷êè ýòî íå èãðàåò

áîëüøîé ðîëè, òàê êàê âñåãäà èìååòñÿ òî÷êà äëÿ ïåðåõîäà â èñõîäíîé

âûáîðêå, íî äëÿ ïîñëåäíåé òî÷êè íå ïîíÿòíî â êàêóþ òî÷êó ïåðåõîäèòü.

Òîãäà âû÷èñëÿåòñÿ ïðîãíîç äëÿ ŷT+1, âû÷èñëåííûé ïî ÌÍÊ îöåíêàì èñ-

õîäíîé âûáîðêè, è ïåðåõîäèì â òî÷êó èñõîäíîé âûáîðêè, áëèæàéøóþ ê

ŷT+1. Íî âîçìîæíî åùå áîëåå ðåäêàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà áëèæàéøåé ê ŷT+1

îêàçûâàåòñÿ yT , òîãäà ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà ïñåâäîâûáîðêà ìîæåò âûðî-

äèòüñÿ è ïðèíèìàòü çíà÷åíèå yT . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëàãàëîñü, ÷òî èç yT

ìû ìîæåì ïåðåéòè â ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó èñõîäíîé âûáîðêè ñ ðàâíîé

âåðîÿòíîñòüþ.

Ïñåâäîâûáîðêà ñòðîèòñÿ ïî âû÷èñëåííîé ìàòðèöå ïåðåõîäîâ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ïåðâàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî. Äàëåå åñëè åñòü ïðå-

äûñòîðèÿ y∗l = yi, òî ñëåäóþùàÿ òî÷êà âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç ðàñïðåäå-

ëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî i-îé ñòðîêå ìàòðèöû P .

Ñãëàæåííûé ìàðêîâñêèé áóòñòðàï. Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðî-

ÿòíîñòåé ñîñòàâëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

pij = Kh(yi)(yi − yj−1).
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Â êà÷åñòâå ÿäåðíîé ôóíêöèè èñïîëüçîâàëîñü ÿäðî Åïàíå÷íèêîâà, h(yi)

âû÷åñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó áëèæàéøèõ ñîñåäåé, òî åñòü òàêèì, ÷òîáû â îò-

ðåçîê [yi − h, yi + h] ïîïàëî çàäàííîå êîëè÷åñòâî òî÷åê èç èñõîäíîé âû-

áîðêè.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

Òàáëèöû ñ ðåçóëüòàòàìè ïðåäñòàâëåíû â ïðèëîæåíèÿõ. Â òàáëèöàõ

ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ïîëó÷åííûå ïðè ñèìóëÿöèÿõ Ìîíòå Êàðëî. Àñèì-

ïòîòèêà (ASY), áëî÷íûé áóòñòðàï (MBB), ìàðêîâñêèé áóòñòðàï ñ ðàâíî-

ìåðíûì ýìïèðè÷åñêèì ðàçáèåíèåì (MCB1), ìàðêîâñêèé áóòñòðàï ñ ðàç-

áèåíèåì íà ðàâíûå îòðåçêè (MCB2) è ñãëàæåííûé ìàðêîâñêèé áóòñòðàï

(SMCB) ñðàâíèâàþòñÿ ïðè ïîìîùè ðåàëüíûõ ðàçìåðîâ òåñòîâ, ïîñòðîåí-

íûõ ïî 1%, 5% è 10% êâàíòèëÿì. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ ñèììåòðè÷-

íûõ äâóñòîðîííèõ êâàíòèëåé, íåñèììåòðè÷íûõ îäíîñòîðîííèõ ëåâûõ è

ïðàâûõ êâàíòèëåé. Äëÿ êàæäîé ìîäåëè ðàñìàòðèâàëèñü ãîìîñêåäàñòè÷-

íûå è ãåòåðîñêåäàñòè÷íûå âàðèàíòû, à òàêæå âàðèàíòû ñ ðàñ÷åòîì ñòàí-

äàðòíûõ îøèáîê ïî Âàéòó (W), Íþè-Âåñòó (NW) è VARHAC ôîðìóëàì.

Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû äàííûå äëÿ T = 30, äëÿ MBB ðàçìåð áëîêà ðà-

âåí 4, äëÿ MCB êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ ðàâíî 8, äëÿ SMCB êîëè÷åñòâî

áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðàâíî 5.

Â òàáëèöå 1à) äàíû ðåçóëüòàòû äëÿ èäåàëüíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà èñ-

òèííûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàííûõ ñîâïàäàåò ñ îöåíèâàåìîé ìîäåëüþ,

îøèáêè íåñêîððåëèðîâàíû è ãîìîñêåäàñòè÷íû. Äàæå â èäåàëüíîì ñëó-

÷àå ðåçóëüòàòû àñèìïòîòè÷åñêèõ âûâîäîâ îñòàâëÿþò æåëàòü ëó÷øåãî.
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Õîòÿ àñèìïòîòè÷åñêèå îäíîñòîðîííèå ðåàëüíûå ðàçìåðû áîëåå áëèçêè

ê ðåàëüíûì, ÷åì áóòñòðàïîâñêèå, íî èìåþùèå áîëüøóþ ñêîðîñòü ñõîäè-

ìîñòè ñèììåòðè÷íûå òåñòû õóæå. Ïðè÷åì àñèìïòîòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû

ñèëüíî çàâèñÿò îò ñïîñîáà ðàñ÷åòà ñòàíäàðòíûõ îøèáîê, áîëåå ñëîæíûå

ôîðìóëû äàþò õóäøèå ðåçóëüòàòû. Áóòñòðàï óëó÷øàåò ðåçóëüòàòû äëÿ

ñèììåòðè÷íûõ èíòåðâàëîâ, áëî÷íûé áóòñòðàï è ìàðêîâñêèé áóòñòðàï ñ

ðàâíîìåðíûì ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì âåäóò ñåáÿ ïðèìåðíî îäè-

íàêîâî, ñãëàæåííûé áóòñòðàï íå äàåò óëó÷øåíèÿ, ðàâíîìåðíîå ýìïèðè-

÷åñêîå ðàçáèåíèå ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðàçáèåíèÿ íà ðàâíûå îòðåçêè. Åñëè

ñìîòðåòü íà ðåçóëüòàòû îäíîñòîðîííèõ òåñòîâ, òî ìàðêîâñêèé áóòñòðàï

äàåò ëó÷øèå ðåçóëüòàòû, è, ÷òî íå ìàëîâàæíî, ïðèìåíåíèå ëåâîñòîðîí-

íèõ è ïðàâîñòîðîííèõ êâàíòèëåé äàåò ñèììåòðè÷íûå ðåçóëüòàòû, ÷òî

ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèììåòðè÷íîì ïðèáëèæåíèè. Âàæíîé îñîáåííîñòüþ

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðåçóëüòàòû íà óõóäøàþòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ñòàíäàðòíûõ

îøèáîê äðóãèìè ñïîñîáàìè, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð VARHAC

äëÿ MCB2, äàæå óëó÷øàþòñÿ.

Â ñëó÷àå êîãäà èñòèííûé ïðîöåññ ñîâïàäàåò ñ îöåíèâàåìûì, à îøèáêè

íåñêîððåëèðîâàíû è ãåòåðîñêåäàñòè÷íû (òàêàÿ ñèòóàöèÿ îòîáðàæåíà â

òàáëèöå 1á), âñå ïðåäûäóùèå âûâîäû ñïðàâåäëèâû. Íåîáõîäèìî ñäåëàòü

ëèøü îäíî çàìå÷àíèå îá óõóäøåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ âûâîäîâ.

Åñëè èñòèííûé ïðîöåññ ãåíåðàöèè äàííûõ, AR(2) ìîäåëü, íå ñîâïà-

äàåò ñ îöåíèâàåìîé, AR(1) ìîäåëüþ, òî îøèáêè â AR(1) ìîäåëè áóäóò

ñêîððåëèðîâàíû è ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Âàéòà äëÿ ñòàíäàðòíûõ îøè-

áîê äàåò íåâåðíûé ðåçóëüòàò, ÷òî îòðàæàåòñÿ â ðåçóëüòàòàõ ñèìóëÿöèé

â òàáëèöàõ 2à) è 2á). Ïðè ñîñòîÿòåëüíîì ðàñ÷åòå ñòàíäàðòíûõ îøèáîê
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ðåàëüíûå àñèìòîòè÷åñêèå ðàçìåðû òåñòîâ íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî ñ íî-

ìèíàëüíûìè. Áëî÷íûé è ìàðêîâñêèé áóòñòðàï äàþò ïðèìåðíî îäèíàêî-

âûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òåñòîâ è, ïî ïðåæíåìó, ìàðêîâñêèé

áóòñòðàï ëèäèðóåò â ïðèáëèæåíèè êîíå÷íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè

ðàññìàòðèâàòü îäíîñòîðîííèå òåñòû. Èñïîëüçîâàíèå VARHAC ôîðìó-

ëû ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ïðàêòè÷åñêè íîìèíàëüíûõ ðàçìåðîâ äëÿ MBB è

SMCB. Ìàðêîâñêèé áóòñòðàï ñ ðàçáèåíèåì íà ðàâíûå îòðåçêè óñòóïà-

åò àëüòåðíàòèâíûì ìåòîäàì ïîñòðîåíèÿ ïñåâäîâûáîðêè. Âñå ñêàçàííîå

âûøå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîãî âàðèàíòà AR(2) ìîäåëè, ñ

íåáîëüøèì óõóäøåíèåì êîíêðåòíûõ ÷èñåë.

Òàáëèöû 3à) è 3á) ïîêàçûâàþò ñëó÷àé íåëèíåéíîãî èñòèííîãî ïðî-

öåññà ãåíåðàöèè äàííûõ. Çäåñü îäíîçíà÷íî ëèäèðóþùóþ ðîëü çàíèìàåò

ìàðêîâñêèé áóòñòðàï, ïðè÷åì êàê ïðè îäíîñîðîííåì òåñòèðîâàííèè, òàê

è ïðè äâóñòîðîííåì ñèììåòðè÷íîì. Èñïîëüçîâàíèå VARHAC ôîðìóëû

äëÿ ñòàíäàðòíûõ îøèáîê ïî ïðåæíåìó óëó÷øàåò ðåçóëüòàòû. Îò èñïîëü-

çîâàíèÿ àñèìïòîòèêè ëó÷øå âîçäåðæèâàòüñÿ. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ðå-

çóëüòàòîâ áóòñòðàïà íåò ñóùåñòâåííîãî ðàçëè÷èÿ ïðè ãîìîñêåäàñòè÷íûõ

èëè ãåòåðîñêåäàñòè÷íûõ îøèáêàõ èñòèííîãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè äàííûõ,

ïîòîìó ÷òî ïðè îöåíêè íåëèíåéíîãî ïðîöåññà ïðè ïîìîùè AR(1) ìîäåëè

îøèáêè áóäóò ñêîððåëèðîâàíû è ãåòåðîñêåäàñòè÷íû â ëþáîì ñëó÷àå. Ïî-

ýòîìó öèôðû ïîëó÷àþòñÿ ïîõîæèìè, õîòÿ çàìåòíû íåêîòîðûå óëó÷øå-

íèÿ â ñèììåòðè÷íûõ äâóñòîðîííèõ òåñòàõ è óõóäøåíèÿ â îäíîñòîðîííèõ,

íî ýòè èçìåíåíèÿ ìîãóò îò÷àñòè îáúÿñíÿòüñÿ ïîãðåøíîñòüþ ñèìóëÿöèé.

Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñäåëàòü âûûîä, ÷òî ïîñòðî-

åíèå ïñåâäîâûáîðêè ïðè ïîìîùè ìàðêîâñêîãî áóòñòðàïà îáåñïå÷èâàåò
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áîëåå òî÷íîå ïðèáëèæåíèå êîíå÷íîìåðíîîãî ðàñïðåäåëåíèÿ t-ñòàòèñòèêè.

Íà ïðàêòèêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü ìàðêîâñêèé áóòñòðàï ñ ðàâíîìåðíûì

ýìïèðè÷åñêèì ðàçáèåíèåì èëè ñãëàæåííûé ìàðêîâñêèé áóòñòðàï. Ïðè

ðàñ÷åòå ñòàíäàðòíûõ îøèáîê ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ HAC ôîðìóëàìè, ïî-

ñêîëüêó îíè íå äàþò ïðîèãðûøà â èäåàëüíûõ ñëó÷àÿõ (êîãäà íåò ñåðèé-

íîé êîððåëÿöèè) è âñåãäà ñîñòîÿòåëüíû.

Ïðèëîæåíèÿ ê ðåàëüíûì äàííûì

Äëÿ àíàëèçà áûë âûáðàí ðÿä ïåðâîé ðàçíîñòè åæåãîäíûõ äàííûõ ïî

ÂÍÏ ÑØÀ çà ïåðèîä 1909-1988 6 (ïåðâàÿ ðàçíîñòü âçÿòà ïîñêîëüêó ÂÍÏ

ÑØÀ ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì ïîðÿäêà 1, ñì.íàïðèìåð Hansen 1999a).

Ðÿä ìîäåëèðîâàëñÿ â êëàññå ðàñøèðåíèÿ AR ìîäåëåé ïðè ïîìîùè êâà-

äðàòè÷íûõ ÷ëåíîâ è íà îñíîâàíèèè BIC-êðèòåðèÿ áûëà âûáðàíà AR(1)

ìîäåëü.

yt = c1 + c2yt−1 + εt

Îöåíêè (â ñêîáêàõ óêàçàíû ñòàíäàðòíûå îøèáêè, ïîñ÷èòàííûå ïî ôîð-

ìóëå Íþè-Âåñòà (NW) / VARHAC) c1 = 0.020(0.007/0.008), c2 = 0.334(0.119/0.135).

t-ñòàòèñòèêà äëÿ âòîðîãî êîýôôèöèåíòà 2.81/2.47 ïðåâîñõîäèò êðèòè÷å-

ñêèå çíà÷åíèÿ ïîñ÷èòàííûå ïî àñèìïòîòèêå, òî åñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè

àñèìïòîòè÷åñêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ âûâîäîâ êîýôôèöèåíò çíà÷èì íà 5%

óðîâíå. Ïðèìåíåíèå áëî÷íîãî áóòñòðàïà ñ äëèíîé áëîêà 4, 6 è 8 äàåò

ñëåäóþùèå 5% êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ: 2.88/3.44, 2.70/3.34, 2.75/3.56 ñîîò-
6Äàííûå âçÿòû ñ ñàéòà Á.Õàíñåíà (http://www.ssc.wisc.edu/ bhansen/) - ñîäåðæàò ðàñøèðåííûå

äàííûå Íåëüñîíà-Ïëîññåðà â íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìàõ.
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âåòñòâåííî. Ïðèìåíåíèå ðàâíîìåðíîãî ýìïèðè÷åñêîãî ìàðêîâñêîãî áóò-

ñòðàïà ñ ïàðàìåòðàìè I = 7, 8, 9 äàåò ñëåäóùèå ðåçóëüòàòû: 2.56/2.81,

2.44/3.00, 2.65/3.03 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèå ðåçóëüòàòû ñòàâÿò âîïðîñ î

íåïðåäñêàçóåìîñòè èññëåäóåìîãî ðÿäà â êëàññå ëèíåéíûõ ìîäåëåé.

Íà îñíîâàíèè AIC-êðèòåðèÿ áûëà âûáðàíà ìîäåëü

yt = c0 + c1yt−1 + c3yt−3 + c23yt−2yt−3 + εt

Îöåíêè (â ñêîáêàõ óêàçàíû ñòàíäàðòíûå îøèáêè, ïîñ÷èòàííûå ïî ôîð-

ìóëå Íþè-Âåñòà (NW)) c0 = 0.022(0.009), c1 = 0.325(0.135), c3 = −0.278(0.109),

c23 = 2.685(1.689). Çíà÷åíèÿ äëÿ t-ñòàòèñòèêè c1, c3 è c23 ðàâíû 2.41, -2.55

è 1.59 ñîîòâåòñòâåííî è ïðåâîñõîäÿò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîñ÷èòàííûå

ïî àñèìïòîòèêå, òî åñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ âûâîäîâ êîýôôèöèåíòû (êðîìå c23) çíà÷èìû íà 5% óðîâíå. Ïðî-

âåðêà ãèïîòåçû íà ñîâìåñòíóþ çíà÷èìîñòü c1, c3 è c23 äàåò çíà÷åíèå ñòà-

òèñòèêè Âàëüäà ðàâíûì 14.48 è èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòèêè îòâåðãàåò

íóëåâóþ ãèïîòåçó H0 : c1 = c3 = c23 = 0 íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè. Ïðè-

ìåíåíèå áëî÷íîãî áóòñòðàïà ñ äëèíîé áëîêà 4, 6 è 8 äàåò ñëåäóþùèå 5%

êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ: 2.92, 2.73, 2.88 äëÿ c1, 3.95, 3.33, 3.17 äëÿ c3, 3.67,

3.27, 3.24 äëÿ c23, 32.83, 28.08, 30.33 äëÿ ñòàòèñòèêè Âàëüäà. Ïðèìåíå-

íèå ðàâíîìåðíîãî ýìïèðè÷åñêîãî ìàðêîâñêîãî áóòñòðàïà ñ ïàðàìåòðàìè

I = 7, 8, 9 äàåò ñëåäóùèå ðåçóëüòàòû: 2.44, 2.50, 2.71 äëÿ c1, 4.45, 4.50,

4.44 äëÿ c3, 4.11, 4.20, 4.15 äëÿ c23, 40.47, 41.19, 40.49 äëÿ ñòàòèñòèêè

Âàëüäà.

Êàê âèäíî èç ñèìóëÿùèé, èñïîëüçîâàíèå àñèìïòîòèêè ñëèøêîì ÷àñòî

îòâåðãàåò ãèïîòåçó î íåçíà÷èìîñòè êîýôôèöèåíòîâ, òî åñòü â íàøåì ñëó-
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÷àå ãèïîòåçó î íåïðåäñêàçóåìîñòè ïðîöåññà â ðàñøèðåíèè AR ïðîöåññîâ.

Ïðèìåíåíèå ìàðêîâñêîãî áóòñòðàïà ïîçâîëÿåò ñêîððåêòèðîâàòü âûâîäû

è ïîñêîëüêó ýòîò ìåòîä ïîêàçàë õîðîøóþ òî÷íîñòü â ñèìóëÿöèÿõ, òî

ñëåäóåò ñäåëàòü âûâîä î íåïðåäñêàçóåìîñòè ïðîöåññà â ðàñøèðåíèèè AR

ìîäåëåé è èññëåäîâàòü ðÿä â åùå áîëåå øèðîêîì êëàññå.

Çàêëþ÷åíèå

Ìàðêîâñêèé áóòñòðàï ïðîñò â ðåàëèçàöèè, íå òðåáóåò ìíîãî âðåìåíè

äëÿ âû÷èñëåíèé â ðåàëüíûõ ïðèëîæåíèÿõ, ïîêàçàë íàèëó÷øåå ïðèáëè-

æåíèå êîíå÷íîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ t-ñòàòèñòèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ àñèì-

ïòîòèêîé è áëî÷íûì áóòñòðàïîì. Âñå ýòî äåëàåò åãî ïðèâëåêàòåëüíûì

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ïðèëîæåíèÿõ è ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ ñòàòèñòè-

÷åñêèõ âûâîäîâ.
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Ïðèëîæåíèÿ

Òàáëèöà 1à: AR(1) ìîäåëü, ãîìîñêåäàñòè÷íûé âàðèàíò ( γ = 0.0)

P {|t| ≥ qsymα } P
{
t ≤ qleftα

}
P
{
t ≥ qrightα

}
α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10%

W

ASY 2,5% 7,8% 13,3% 2,8% 9,0% 15,4% 1,2% 4,2% 7,7%
MBB 1,8% 6,5% 11,5% 6,3% 13,6% 20,2% 6,1% 12,5% 18,4%
MCB1 1,8% 5,6% 10,9% 3,0% 8,3% 14,1% 2,9% 8,8% 14,3%
MCB2 2,0% 6,2% 12,1% 3,1% 8,6% 14,7% 3,8% 9,0% 14,1%
SMCB 1,6% 5,7% 11,1% 3,7% 9,3% 15,3% 3,7% 9,6% 15,7%

NW

ASY 5,1% 12,7% 18,9% 5,1% 12,4% 19,2% 2,3% 6,6% 10,4%
MBB 1,5% 5,7% 10,4% 5,5% 12,6% 18,8% 5,6% 11,8% 17,5%
MCB1 2,1% 5,6% 10,3% 2,9% 8,2% 13,1% 2,5% 8,3% 13,6%
MCB2 1,8% 6,5% 11,8% 2,7% 7,9% 13,6% 3,2% 7,8% 13,4%
SMCB 1,7% 5,5% 10,3% 2,9% 8,9% 14,3% 3,1% 9,6% 15,8%

VARHAC

ASY 13,3% 21,6% 28,3% 10,7% 18,2% 24,2% 5,4% 10,1% 14,1%
MBB 1,2% 4,6% 9,7% 3,7% 11,6% 18,2% 4,1% 11,0% 16,8%
MCB1 1,3% 5,1% 10,1% 1,8% 6,9% 12,8% 2,3% 8,2% 14,4%
MCB2 1,3% 5,3% 10,9% 1,7% 6,9% 12,3% 2,5% 8,4% 14,4%
SMCB 1,4% 5,4% 9,8% 2,3% 8,4% 14,2% 3,0% 8,3% 14,7%
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Òàáëèöà 1á: AR(1) ìîäåëü, ãåòåðîñêåäàñòè÷íûé âàðèàíò ( γ = 0.5)

P {|t| ≥ qsymα } P
{
t ≤ qleftα

}
P
{
t ≥ qrightα

}
α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10%

W

ASY 3,7% 9,6% 15,7% 3,5% 10,0% 15,9% 1,9% 5,7% 9,7%
MBB 1,5% 5,8% 10,5% 8,4% 16,0% 21,6% 8,3% 15,2% 20,3%
MCB1 1,7% 6,2% 11,3% 4,5% 11,1% 16,3% 3,6% 9,3% 14,9%
MCB2 1,7% 6,0% 11,8% 4,4% 10,3% 15,6% 5,7% 11,7% 17,3%
SMCB 1,4% 5,0% 9,2% 5,9% 13,1% 19,1% 3,8% 10,8% 16,7%

NW

ASY 6,8% 14,9% 22,2% 5,6% 13,4% 19,8% 3,7% 8,7% 13,2%
MBB 1,3% 5,6% 10,5% 7,8% 15,1% 21,3% 8,7% 15,7% 21,3%
MCB1 1,6% 5,7% 10,6% 4,8% 11,6% 17,1% 3,6% 9,1% 14,8%
MCB2 1,9% 6,5% 11,8% 5,4% 11,1% 17,2% 4,7% 10,9% 16,5%
SMCB 1,2% 4,5% 8,8% 5,5% 13,0% 19,3% 4,3% 11,0% 17,4%

VARHAC

ASY 19,7% 29,6% 36,7% 14,1% 21,8% 27,1% 9,2% 14,9% 19,2%
MBB 1,2% 5,6% 11,1% 5,9% 14,3% 21,3% 7,2% 15,4% 21,4%
MCB1 1,2% 5,8% 10,6% 3,5% 10,3% 16,5% 3,2% 9,7% 15,6%
MCB2 1,9% 6,3% 12,0% 3,6% 10,2% 16,3% 4,0% 10,9% 16,4%
SMCB 1,4% 5,8% 10,6% 4,4% 12,2% 19,3% 4,1% 11,5% 18,1%
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Òàáëèöà 2à: AR(2) ìîäåëü, ãîìîñêåäàñòè÷íûé âàðèàíò ( γ = 0.0)

P {|t| ≥ qsymα } P
{
t ≤ qleftα

}
P
{
t ≥ qrightα

}
α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10%

W

ASY 8,2% 17,4% 25,2% 7,8% 17,2% 24,2% 3,3% 8,0% 12,6%
MBB 4,1% 11,2% 18,1% 10,0% 19,1% 25,5% 8,5% 14,8% 19,8%
MCB1 4,5% 11,9% 19,3% 6,4% 15,0% 21,0% 4,8% 10,6% 15,6%
MCB2 5,1% 12,9% 20,4% 6,8% 15,1% 21,0% 5,6% 11,3% 16,1%
SMCB 4,4% 11,2% 18,7% 6,8% 14,8% 21,4% 5,7% 12,7% 18,2%

NW

ASY 9,3% 18,6% 25,7% 8,7% 17,5% 24,6% 3,7% 8,2% 12,4%
MBB 2,8% 8,5% 14,5% 8,3% 16,7% 22,6% 6,7% 13,3% 18,6%
MCB1 3,5% 9,6% 14,9% 4,9% 11,8% 17,8% 3,4% 8,5% 14,0%
MCB2 4,1% 10,1% 16,5% 5,3% 11,8% 18,3% 4,3% 9,7% 14,4%
SMCB 3,2% 9,2% 15,8% 6,0% 13,8% 20,6% 3,9% 10,2% 15,5%

VARHAC

ASY 16,4% 25,8% 32,8% 13,9% 22,2% 28,1% 6,0% 10,6% 14,5%
MBB 1,6% 6,1% 11,7% 5,9% 14,8% 21,6% 5,2% 12,0% 17,8%
MCB1 1,7% 6,7% 12,8% 2,7% 9,3% 16,5% 2,8% 8,7% 14,4%
MCB2 2,0% 6,8% 13,1% 2,5% 9,3% 16,3% 3,0% 9,2% 14,1%
SMCB 1,7% 6,1% 11,6% 3,0% 10,0% 16,9% 3,0% 9,5% 15,0%
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Òàáëèöà 2á: AR(2) ìîäåëü, ãåòåðîñêåäàñòè÷íûé âàðèàíò ( γ = 0.5)

P {|t| ≥ qsymα } P
{
t ≤ qleftα

}
P
{
t ≥ qrightα

}
α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10%

W

ASY 9,6% 18,4% 25,8% 8,5% 17,1% 23,2% 3,9% 8,7% 13,5%
MBB 3,7% 10,6% 17,1% 12,3% 20,4% 25,9% 11,0% 17,5% 22,6%
MCB1 4,1% 11,6% 18,3% 8,9% 17,4% 23,5% 5,7% 12,0% 17,6%
MCB2 4,4% 11,9% 19,3% 8,3% 15,9% 21,7% 7,4% 13,5% 18,3%
SMCB 3,6% 9,9% 15,9% 10,1% 17,9% 24,0% 6,5% 13,8% 19,9%

NW

ASY 11,5% 21,6% 29,7% 9,6% 18,9% 25,6% 5,2% 10,8% 15,5%
MBB 3,1% 8,8% 15,3% 11,3% 19,0% 24,9% 9,8% 16,5% 22,0%
MCB1 3,4% 9,2% 15,6% 8,2% 15,6% 22,0% 5,3% 10,7% 16,0%
MCB2 3,5% 10,0% 16,2% 7,0% 14,1% 20,4% 6,9% 13,2% 18,2%
SMCB 2,7% 8,2% 13,2% 8,6% 17,1% 23,4% 6,2% 12,5% 18,2%

VARHAC

ASY 23,3% 32,9% 39,5% 17,2% 24,8% 30,2% 9,6% 14,7% 18,7%
MBB 2,3% 7,4% 14,1% 8,6% 17,8% 24,1% 8,3% 16,3% 22,4%
MCB1 2,6% 8,6% 14,2% 5,9% 14,0% 19,6% 4,0% 11,0% 16,9%
MCB2 2,4% 8,2% 14,4% 5,1% 12,0% 18,5% 5,4% 12,1% 17,7%
SMCB 2,0% 7,2% 13,0% 6,3% 15,7% 22,3% 4,9% 12,2% 18,0%
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Òàáëèöà 3à: Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, ãîìîñêåäàñòè÷íûé âàðèàíò ( γ = 0.0)

P {|t| ≥ qsymα } P
{
t ≤ qleftα

}
P
{
t ≥ qrightα

}
α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10%

W

ASY 4,7% 11,6% 18,1% 3,9% 10,7% 17,0% 2,7% 7,3% 11,3%
MBB 2,8% 8,8% 15,2% 7,9% 16,3% 22,7% 9,0% 15,4% 20,6%
MCB1 2,1% 7,6% 13,5% 3,8% 10,9% 17,0% 4,2% 10,3% 15,7%
MCB2 2,8% 9,5% 15,9% 4,5% 11,8% 17,8% 5,3% 10,7% 16,3%
SMCB 2,3% 7,4% 12,8% 4,3% 11,2% 16,9% 5,4% 12,3% 18,1%

NW

ASY 8,6% 18,1% 25,6% 7,7% 16,3% 23,1% 4,2% 9,4% 13,8%
MBB 3,2% 8,7% 15,1% 8,2% 16,3% 22,5% 8,5% 15,7% 21,2%
MCB1 2,4% 7,7% 13,5% 3,7% 9,9% 16,7% 4,7% 10,8% 16,9%
MCB2 3,1% 9,4% 15,5% 3,9% 10,7% 16,4% 5,7% 11,7% 17,1%
SMCB 2,0% 7,2% 12,7% 4,1% 12,0% 17,9% 5,1% 11,7% 18,4%

VARHAC

ASY 20,3% 30,5% 37,0% 15,5% 23,3% 28,9% 8,5% 13,7% 18,1%
MBB 2,2% 7,5% 13,7% 6,1% 15,3% 22,0% 6,9% 14,7% 20,1%
MCB1 2,1% 7,9% 13,9% 3,4% 10,2% 17,6% 3,2% 10,1% 15,9%
MCB2 2,4% 8,1% 14,6% 2,9% 10,0% 16,6% 4,1% 10,1% 15,6%
SMCB 2,5% 7,5% 13,5% 3,8% 11,7% 18,8% 4,2% 12,0% 17,6%
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Òàáëèöà 3á: Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, ãåòåðîñêåäàñòè÷íûé âàðèàíò ( γ = 0.5)

P {|t| ≥ qsymα } P
{
t ≤ qleftα

}
P
{
t ≥ qrightα

}
α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10% α=1% α=5% α=10%

W

ASY 5,5% 12,3% 18,7% 3,9% 10,6% 17,2% 3,7% 8,1% 12,8%
MBB 1,9% 7,2% 13,1% 9,1% 17,2% 23,2% 11,4% 18,4% 23,6%
MCB1 2,1% 6,9% 11,9% 6,1% 13,2% 18,6% 5,6% 12,2% 18,1%
MCB2 2,2% 7,2% 12,4% 6,3% 13,1% 19,0% 7,7% 14,2% 19,5%
SMCB 1,9% 6,2% 10,8% 7,0% 14,4% 20,5% 5,5% 12,6% 18,3%

NW

ASY 9,9% 19,6% 27,6% 7,9% 16,3% 22,6% 5,5% 11,3% 16,3%
MBB 2,0% 7,2% 13,2% 10,4% 18,9% 25,0% 10,8% 17,5% 22,5%
MCB1 2,4% 6,8% 12,2% 6,4% 13,3% 19,4% 5,3% 11,8% 17,8%
MCB2 1,9% 7,0% 13,2% 5,8% 13,0% 18,9% 7,5% 15,2% 20,8%
SMCB 1,9% 6,4% 11,4% 7,0% 14,6% 20,7% 5,7% 13,8% 19,6%

VARHAC

ASY 28,9% 38,8% 45,3% 19,9% 27,5% 32,3% 12,1% 17,8% 21,9%
MBB 2,7% 9,5% 15,8% 9,0% 19,0% 25,6% 9,9% 18,7% 24,1%
MCB1 2,4% 8,7% 15,5% 5,5% 13,9% 20,6% 5,6% 13,5% 19,5%
MCB2 3,2% 10,2% 17,2% 5,2% 12,9% 19,2% 7,3% 15,7% 22,1%
SMCB 2,7% 8,7% 14,8% 6,6% 15,4% 22,5% 6,2% 14,3% 20,1%
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