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� �� ������ �������� ��
 ��
��� �
����	��� �� �����
�� � ������ ������
 ����
	������ ����� ����
	������� !��
�"�� ����� ���� � t 
����# ������#�� �������
���� θ �� �� θc(t) $c(0) = c′(0) = 0% c′(t), c′′(t) > 0&� ��
�� 
��� � � ���� ������� '
θ > 0 � θ > θ� (�	� ������� ���� θ �� �� π� ����� ��
�	���
� �����
�� ��������  
 ��
 (t, w)% ��
 t ' ��	��
�� � ����� 
�
����� �� ���% w ' ����	��� �����
��� )�����
���� ����� ��� 
�� ��������� �����
�� �� 
� 0�

$*& +�
���	�"��% ��� ,���� ���
� ��� �����
�� θ� -�����
 ������	���� ����
������

$.& +�
���	�"�� �
�
��% ��� θ �� 
���� ��	��� �����
��� -�����
 ������	����
��������  /��� �	���
� 0�"
� 	� �	������� ���% ��� ,���
  ������ �����
���� ������� ��	��� ������ ����1

��	�
��� ��� ������ ��	
������� ��������

t − w → max

���� w − θc(t) ≥ 0.

�������� ��� ����������� � �������� ���������
� 	�	 �����
���� � �� ���� ��
�������
��!��" ������ t − θc(t) → max � ����#��" w = θc(t)�

$� �
����% ������� �����	� �������� tFB = (c′)−1(1/θ)� wFB = θc(tFB)�

�&� ' 
������ 	���� ��� �������� ������
��� (����� �� ������ �������� 
����)*��
��������

π(t − w) + (1 − π)(t − w) → max

���� w − θc(t) ≥ 0, �+�

w − θc(t) ≥ 0, �,�

w − θc(t) ≥ w − θc(t), �-�

w − θc(t) ≥ w − θc(t). �.�

/��#�� �-� � �.�� � �����"���� �������� ��� (θ − θ)(c(t) − c(t)) ≤ 0� ��	��� 
�������
��� t ≤ t� �� �
�" ����� ������������"��� ������� � �������� ���������� ���"!��

0����� �������� 
���������) ��1��	�� ��������� ��� �,� � �-� �� ����������)�� � �+�
� �.� � �������� �������)�
� 	�	 �����
����

$� �+� � �.� ���

����������� 	�	 �����
���� ���������

w = θc(t),

w = θc(t) + θc(t) − θc(t).
�2�

3��
����� �2� � ��	
����������) (��	�)� ������� �������

π(t − θc(t)) + (1 − π)(t − θc(t) − θc(t) + θc(t)) → max
t,t

.

4
����� ������� �����	� ���  ��% �������

1 − θc′(t) = 0 =⇒ t = tFB,

π(1 − θc′(t)) + (1 − π)(θ − θ)c′(t) = 0 =⇒ t < t
FB

.

+



�������� ��� � �������� �� ��#�� ���" 
������� 	���� ������)�
� ������� ���"	�
������ ����� 0�%
������"��� ���) 	�����	��� t = 0� w = 0� t = tFB� w = wFB ���������5
���� �
������ ����������"��% �������"��
�� � 
����
����
�� 
� 
��������� ������
��	�� ���) ���������"��� ' �� #� ����� �������#�� �����" ���"	� ��������������"5
��1 ������1� ��
	��"	� �)��% ���1���*�% ��� ��1 � 
��
�� �
����� ����������"��%
�������"��
�� 	�����	� ���1���� � ��� ������1 ���� θ�

������ �� 23*456 ���������� ������% �������� �� n ��
��� � 7�
�� i  �����
�
��� 
�� ���	�� ai ≥ 0 $i = 1% � � � % n&� 8���� ��� 
��  ������ ��� /��� ����� 	�
�
x =

∑
ai� !��
�"�� ��
��� i �� �� ci(ai)% ��
 c′i > 0 � c′′i > 0� 9�� 
�� ���	�� ���	����

�
���	��
� �  �����
��� �
����
���� ���

$*& -�����
 �
���	� �� ������	���� ��� 
�� ���	�� ��"���� ��
����

$.& +���"��
% ��� ����	���� ��,,
�
�#���
��
 �
��� ���
 ��� �	� �
	
"� si(x)%
����
% ���

∑
si(x) = x% �
	��� ������� ������	����� ��� ��  �������

$:& ;,����	�����
 ��	� ��% ������� ��	"�� ��� 	
� ����� �
�
��
  /��� �	��
��
� +���"��
% ��� ��	� ���� �������� ��"�� �������% ����	���� 	��
���

��� �	� �
	
"��

$<& +�	�"�� n = 2% c1(a1) = a2
1% c2(a2) = 2a2

2� -�����
 ������	���
 ��� �	� �
	
"� �
�� �� 
���
 ��� �� ���	��� �����	��
 �
�� �� 
�  ������ ���
�� � � ��� ���


�� � ������� $*&

��	�
��� ��� ������ ��	
������� ��*��� ������ �����
�
������ �������� 
����)5
*�� ��������

(a1 + · · · + an) − (c1(a1) + · · ·+ cn(an)) → max
a1,...,an≥0

.

������ �������� �� ���� ��

������ �
����� ������� �����	��

c′i(ai) = 1, i = 1, . . . , n.

6�	��� 
������� ��� a∗
i = (c′i)

−1(1)� i = 1, . . . , n�
�&� 7
�� ������ i ��
����
� ���� si(x)� �� ��� ������ ��	����

si(a1 + · · ·+ an) − ci(ai) → max
ai≥0

.

4
����� ������� �����	�� s′i(x) = c′i(ai)�
/��#�� �
����� ������� �����	� ��� �
�1 �������� ��������

n∑
i+1

s′i(x) =
n∑

i+1

c′i(ai).

8� ��	 	�	
∑

si(x) = x� ��
∑

c′i(ai) =
∑

s′i(x) = 1� � �� ������ 	�	 � ����
������ ��������∑
c′i(ai) = n�
�9� 3�
�" s∗i (x)� i = 1, . . . , n� ����)�
� �������"���� ��������� ����#�� :�

���5

��� ��!���� a∗∗
i � x∗∗� ���������� ��� ��	�1 �������1� 6�������� ����� ������� si(x)


����)*�� ��������
si(x) = s∗i

′(x∗∗)x.

,



8���� ������� ����%��� $1 
���� ����� x �� ��
������)� ;���� ����� �������� �����5
���"� ��� ��!���� ��� ����1 �������1 �� �������
��

��� /������ ��

������ ������ ����
�����% �����������

a1 + a2 − (a2
1 + 2a2

2) → max
a1,a2

.

:�!����� a1 = 1/2� a2 = 1/4� ������" �����
�
������ ����� 3/8 = 9/24�
������ �
�����% ����������� :�

������ ������� ����#� s1(x) = αx� s2(x) =

(1 − α)x�
������ +5�� ������� α(a1 + a2) − a2

1 → maxa1 � ��	��� a1 = α/2�
������ ,5�� ������� (1 − α)(a1 + a2) − 2a2

2 → maxa2 � ��	��� a2 = (1 − α)/4�
6�*�% ������" �����
��� �����

α

2
+

(1 − α)

4
−

(α

2

)2

− 2

(
(1 − α)

4

)2

=
1

8
(1 + 4α − 3α2).

<�	
�������� �� α� ��������� ��� α = 2/3� � ������" �����
��� ����� 7/24� ��� ���"!��
��� � ���	�� ����

������ � 2.*=>< ?@ 3*456 ���������� ������% �������� �� N ��
��� � 7�
�� i ����
�� ����  ����� xi% ��� /��� �� �
���� ���
�"�� aix

2
i /2� ai ≥ 0 $i = 1% � � � % n&� 8����

��� 
��  ������ ��� /��� ����� 	�
� x =
∑N

i=1 xi�

$*& -�����
 �
���	� �� ������	���� ��� 
�� ���	�� ��"���� ��
����

$.& +�
���	�"��% ��� ���� ����	����  ����� �
���	��
�% � �	��
"� ��
���� ���
 ���� ��	��� �� ���
��  ������ x� +�
���	�"�� ���"
% ��� ��
��� ���	����
	��� �
	��� �����  ������ ���	���� 	��
����� �
�������% ������� ��
� ��
��
�� i fi(x) = αix + βi% ��
  �
 αi > 0%

∑N
i=1 αi = 1 �

∑N
i=1 βi = 0� -�����
 �����

��	���� 	��
���� �������� αi � βi � ��� ���
 ���
�� 
���
 �	�����������
 �
�
���	� ��� ����������

��	�
��� ��� /����"�� �������"��% ������" ��������
��� ��1����
� �� 
����)*�%
������ ��	
�������

N∑
i=1

xi −
N∑

i=1

aix
2
i

2
→ max

x1...xn

.

������ �������� �� ���� ��� ���
	� ��!���� ��
������� ��
���"�����"
� �
������� ���5
���� �����	�� 6�� ���)� ���

1 − aixi = 0, i = 1, . . . , N.

/���������"�� ��!����� ������ �����

x∗
i =

1

ai
, i = 1, . . . , N, x∗ =

N∑
i=1

1

ai
.

6�*�
������� �����
�
������ �����

W = x∗ −
N∑

i=1

aix
∗2
i

2
=

N∑
i=1

1

2ai

.

-



�&� ;�#��% �� ������� ��!��� ������ ����������

fi −
aix

2
i

2
→ max

xi

.

=��������� ���	�� ��� �� �
����� ������� �����	� 
������� ���

f
′
i (x) = aixi.

3� �
����)� �� ����� �
	��" ��!���� � ���� fi(x) = αix + βi� >���� x∗
i = αi/ai� ������

��	
������� ��*�
�������� �����
�
������ ��������� ���

N∑
i=1

αi

ai
−

N∑
i=1

α2
i

2ai
→ max

α1...αn

����
N∑

i=1

αi = 1,

αi ≥ 0, i = 1, . . . , N.

:�!��  �� ������ � ��������#����� ��� �
� ������ ������)� �αi > 0��
'���!�� �
����� ������� �����	�

αi = 1 − λai, i = 1, . . . , N,

N∑
i=1

αi = 1 αi ≥ 0, i = 1, . . . , N.

/���������"���

λ =
N − 1∑N

j=1 aj

, α∗
i = 1 − (N − 1)ai∑N

j=1 aj

.

3��  ��� ���#�� ��������"
� �
����� α∗
i > 0

>����" ����� ��������"� ��� �
� αi ≥ 0� 4��������� �1 �� �����
����)� 3����������
��!� (������ ����� �� ��1 ���� ��	�

K∑
i=1

ai ≥ (K − 1)aK , �� �
�", a1 + . . . + aK−1 ≥ (K − 2)aK .

3�
�"

N∗ = arg maxK

{
K : aK ≤ a1 + . . . + aK−1

K − 2

}
,

�����

αk =

{
1 − (N∗−1)�N∗

i=1 ai
ak, �
�� k ≤ N∗,

0, �
�� k > N∗.

;�	 ����� �� ��!����� ����
(���� βi �� ����)� ��	�	�% ���� ��� ����������� ����5
���"���� ����
	�� �� ���� ����
������� �
������� 	������� ���#�� ������������" β∗

i �
������
�

∑
β∗

i = 0� '���� βi ��#�� �������" ���"	� �� ��!���� ���
���	�� ��������"
���
��� � ���� ��� ���� >�	 	�	 αi > 0� �� ��#�� ����#��" �
� βi ������� ���)�

.



6�*�
������� �����
�
������ �  ��� 
����� �����

W SB = x∗ −
N∗∑
i=1

aix
∗2
i

2
=

N∗∑
i=1

1

ai

(
αi −

α2
i

2

)
<

N∗∑
i=1

1

2ai
,

��� N∗ > 1�

������ �� 2ABC6 +�
���	�"��% ��� ���
�� �
�  �
�� � � ���� ����
���
	
� ����
����� �
��
� ,����% θH � θL� (�	� ����
���
	
� ���� θL �� �� λ� 9�� 
�� ��	
��
����� ����
���
	� ���� θ% ��	��� �
�� x 
����# �� ��� � ���	��� �
�� T % �� ��
u(x, T ) = θv(x) − T % ��


v(x) =
1 − (1 − x)2

2
.

����� � 	�
��� ������	����� �� ����
� D
 ���
�"�� ��� ����� ���� 
 
����#� ����
���#�� �� �� c > 0�

$*& ����������
 ������ �
�������������
�� ������	����� �� 
���
 
�� �����
��	��� #
�� � ��	������ +���"��
% ��� �� ���	�"� �
�  �
� ����
���
	
�%

�	� 	��� θL 	��� λ E����������  
	���F�

$.& ����������
 ������	����% ������� ��"
� ���	����� ����
���
	
� ������
���� % �� ��"
� ��	��� ��
�	�"��� ������ #
�� pi ��"���� ���� θi� -���
���
 ������	���
 #
���

$:& +���� ������	��� �
 ��"
� ���	����� ����
���
	
� ������ ���� � +�
����
	����% ��� ������	��� ���	�"� �
� ��� ���� ����
���
	
�% ������
 �����
��	���� � ��������� ����, (F, p)% ��
 F ' �����	���� ����� ����,�% �������
 ����
��� �
�� ����� �� ��	��
�� � ������
�
����� �� ���% p ' #
�� 
�����
#� �� ���� 8�G�����
 ��	��
���� �
��	����� +�� ����� ��	� ��� ������	���
���	�"� �
� ��� ���� ����
���
	
�1

$<& -�����
 ��	����� ������	���� �
	��
���� ����,� ;�� ���
 ��	��
�� � ���
��
�	�
���� �� ��� � ��� �
�% ��	��
����  ������� $*&'$:&�

��	�
��� ��� /����% ����
	��������)*��� ��������
��� /���
 ����������� ���� θ
����������
� �� ��!���� ������ θv(x) − px → maxx� ��	��� �������� �
����� �������
�����	� θv′(x) = p �� �
�����1 ������ θ(1 − x) = p ��� x = 1 − p/θ��

6�*�% 
���
 �� ����� �� 
����� ���1 ����� �����������%� �������� 
����)*�� ��5
����� �
� ��
� +��

D(p) =


1 − p

(
λ
θL

+ 1−λ
θH

)
, ��� 0 ≤ p ≤ θL�

(1 − λ)
(
1 − p

θH

)
, ��� θL ≤ p ≤ θH �

0, ��� p ≥ θH �

������ ��������
�� (p − c)D(p) → maxp� 3�
�" ��
��#���)�
� ��� ���	�� >����
������ ������*���
� � 
����)*�)�

(p − c)

(
1 − p

(
λ

θL
+

1 − λ

θH

))
→ max

p

���� 0 ≤ p ≤ θL.

2



D(p)

p

θH

θL

:�
� +�

$� �
����% ������� �����	� ��1����

p =
1

2
(

λ
θL

+ 1−λ
θH

) +
c

2
.

7
�� ��
��#�����
� ���"	� ���� ����	� �� ������ �������� 
����)*�� ��������

(p − c)

(
1 − p

θH

)
→ max

p

���� θL ≤ p ≤ θH .

6�	��� ��������� ��� p = θH+c
2

� 7
�� ���  ��� θH+c
2

< θL� �� ��
��#���)�
� ��� ���	��
>� �
�"� �
�� θL ?��
������� ���"!��@� �� ��
��#���)�
� ��� ���	��

>�	�� �������� �������"��� ������ ������	� ��	����
7
�� θH+c

2
≤ θL� �� p = c

2
+ 1

2
�

λ
θL

+ 1−λ
θH

� �

7
�� c
2

+ 1

2
�

λ
θL

+ 1−λ
θH

� ≥ θL� �� p = θH+c
2

���
��#�����
� ���"	� ���� ����	��

7
�� c
2

+ 1

2
�

λ
θL

+ 1−λ
θH

� < θL < θH+c
2

� �� ��#�� 
������" �������� �������% � ���	�1

p1 = θH+c
2

� p2 = c
2

+ 1

2
�

λ
θL

+ 1−λ
θH

� � �� ��� ��	��"��1 ��	
������� ' 	�����% ������"

���"!�� �� ��� � 
������ ��������"�

p = p1 =⇒ π1 = (p1 − c)(1 − λ)

(
1 − p1

θH

)
=

1 − λ

4θH

(θH − c)2,

p = p2 =⇒ π2 = (p2 − c)

(
1 − p2

(
λ

θL
+

1 − λ

θH

))
=

(
λ

θL
+

1 − λ

θH

)
1

4

(
1

λ
θL

+ 1−λ
θH

− c

)2

.

�������� ��� 
 ��
��� λ �������� c
2

+ 1

2
�

λ
θL

+ 1−λ
θH

� 
�������
� ���"!� θL� � π1 → 0�

π2 → 1
4θL

(θL − c)2 > 0� /���������"��� �
�� λ ?��
������� ����	�@� ��
��#���)�
� ���
���	��

A



�&� /����% ��������
��� �������)*��� �����������%� <�������
� 
���	�����
� 

����� ���������� 	������ 
���
��

DL =

{
1 − p

θL
, ��� 0 ≤ p ≤ θL�

0, ��� p > θL�

DH =

{
1 − p

θH
, ��� 0 ≤ p ≤ θH �

0, ��� p > θH �

:�!�� ������ ��������
�� ��� 	�#���� ����� ��������� ��� pL = θL+c
2

� pH = θH+c
2

� �
��*�� ������" ����� π = λ

4θL
(θL − c)2 + 1−λ

4θH
(θH − c)2�

�9� ������ ��������
�� � 
����� ���1��
����� ����(� ��� �
����� ��
��#������
����1 ���	���

F + (p − c)(λDL(p) + (1 − λ)DH(p)) → max
F,p

���� θLv(DL(p)) − (F + pDL(p)) ≥ 0,

θHv(DH(p)) − (F + pDH(p)) ≥ 0.

3��
����� � �
����� ���
��� (��	�) 
���
�� ������� F ≤ 1
2θi

(p − θi)
2� ��� i ∈ {L, H}�

�������� ���
(

1
2θ

(p − θ)2
)′

θ
= 1

2

(
1 − p2

θ2

)
> 0� �� �
�" �
����� ���
��� �� 
���� ����

��#�� �
�����" ����� F ≤ 1
2θL

(p − θL)2� ������ �
��� ��� � �������� ��� ���������
�
	�	 �����
����

>�	�� �������� ������ ��������
�� ��������� 	 ��	��� �����

1

2θL

(p − θL)2 + (p − c)

(
1 − p

(
λ

θL

+
1 − λ

θH

))
→ max

p

4
����� ������� �����	��

1

2θL
2(p − θL) + 1 − (2p − c)

(
λ

θL
+

1 − λ

θH

)
= 0,

p

(
2λ − 1

θL

+
2 − 2λ

θH

)
= c

(
λ

θL

+
1 − λ

θH

)
.

6�	��� ��1���� ����

p̂ =
λθH + (1 − λ)θL

(2λ − 1)θH + (2 − 2λ)θL

c.

7
�� p̂ < θL� �� ��� ���	� ��
��#���)�
�� F̂ = 1
2θL

(p̂ − θL)2 B �������"��� ?����� ��
�1��@� 6�� ��������
� ��	�� �������� ����� �������" ��
" ����������"
	�% ������	 �
��	�������% ���� θL�

7
�� ��
��#�����
� ���"	� ���� ����	� �� �������"��% ����( ��	���

p∗ = c, F ∗ =
1

2θH
(θH − c)2.

3�����" ��������
�� ���  ��� ����� F ∗�
7
�� ��� p̂ ≥ θL� �� �������� ��
��#����" ���� ����	�

C



7
�� p̂ ≥ θL� �� ��#�� 
������" ������" ��� ��
��#������ ���1 ���	�� � �������
� ������" ������"!�)�

'  ��� 
����� ��#� ��� ��
�� θL � λ ������� 
 ��	������� ������� 
�������
� �������
��
��#����" ��� ���	��

�D� /����% �����
�") ������%���� ����(�� ;�����	�� �����������% ��������
����
(xL, TL)� (xH , TH)�

�������

λ(TL − cxL) + (1 − λ)(TH − cxH) → max
xL,xH ,TL,TH

,

���� θLv(xL) − TL ≥ 0,

θHv(xH) − TH ≥ 0,

θLv(xL) − TL ≥ θLv(xH) − TH ,

θHv(xH) − TH ≥ θHv(xL) − TL.

�3����� ���� �
����% B �
����� ���
���� ������ ���� �
����% B �
����� 
����
����
��

� 
����������

3������� 
���������) ��1��	�� ��������� ��� �
����� θHv(xH)−TH ≥ 0 ���������
�
����������
	�� 3��  ��� �
����� θHv(xH) − TH ≥ θHv(xL) − TL � �������� ������*�5
��
� � �����
���� ��	��� 
������� ��� �
����� θLv(xL) − TL ≥ θLv(xH) − TH ���������
����������
	��

3� ���� ��
������� ��

��������" 
����)*�) �������

λ(TL − cxL) + (1 − λ)(TH − cxH) → max
xL,xH ,TL,TH

,

�� �� θLv(xL) − TL ≥ 0,

θHv(xH) − TH ≥ θHv(xL) − TL,

xH ≥ xL.

:�!��  �� ������ ������� E�����#�� ���������

xH = 1 − c

θH
,

xL = 1 − λc

θL − (1 − λ)θH
= 1 − λc

λθL − (1 − λ)(θH − θL)
< x∗

L = 1 − c

θL
,

��� x∗
L B ��*�
������ �������"��% ������" ������������

>�	�� �������� ����������� ���� θH ������)� � ��
������ 
����� ���"!�� ��� �
�
���"��1 
�����1� ��	 	�	 � ���	��1 ���� �&�� �9� ����%��� ��� p > c�

F�� 	�
���
� ����������� ������� ���� θL� �� ���"�� 
 ��������
�") 
	����"� 	����
��� ������)� ���"!� ������ B � ���	�� �D� ��� � �����1 
�����1�

������ �� 2ABC6 EHI4 JK*@L4I�M*F � 	�
��� 
����� 
���� � ���������
�% �������
����
�
�� �
�
 ���� �
"�� ����� ��� N������	� � -�� ���� ;��
�� �
� ��	���
� � ���� �����"��� O ������� � ����
��
��� P���
��
�� ���� � �	����� �� ��	
�
��	��
% �
� �������� 7 ���������� �
 ��"
�  �������� �������% ��� ������
�

G



P

W

UT = const

UB = const

π = const

:�
� ,�

��	
� ' ������ �	� ����
��
�� ��
 �����"��� �
 	��� �������� ��	
�� �� �����
	
� �����

�

9�� 
�� ��	
������ �����"���% ���� �
�� ��	
� �� #
�
 P �� W ��
� �� ��	
��
�� ��

(	� ����
��
�� O v − θBP − W,

(	� ������� O v − θT P − W,

��
 0 < θB < θT � $Q��
���% ��� ��� 	��� ,������ ����� W ����
��
�� ���� �
���	����� �� ��	
� ��	��
% �
� ��������&

(�	� ������� ��
�� �����"��� �� �� λ� !��
�"�� �� �
�
 ���
 ������ �����"���
�� �� c�

$*& -�������
 ��� �
 �
����	���� ����� ���� �����"���  ���������� 
 (P, W )�
-�������
 ��� �
 ���������� �����	� � ����������� ;,����	�����
 ���
���
���
��� ������ ������	���� #
�� �� ����������#��� 29������
O !���	�����

�
����#��
	������ #
� ��� �������
��
% ��� ��� 
�	� �������� �������� �����
#��
	��� #
�� ��	
��% �� ����� �� ��	
�� ���
� �
����
�����6

$.& +���"��
% ���  �������
 ����
��
�� ������� �
 ������� ��	
�� �����

% �
�� �
����	����% ����� ����,�� $� ��� �	� ��������
����& ��	��� ������

$:& +���"��
% ���  �������
 �������� �
����	����% �������� ��	
� �	� �
 	
�
�
�� �� �
��

$<& 8�����
 ����������#����� ��
��% ��
���	�"� % ��� ���	�"� ���� ������
"��� ����� ���� � R�� ��� �� ���� �� �����
��� ������ $λ% θB% θT % c&1

$>& +�� ����� ��	� ��� � ���������� ���
� ���	�"� ��� ��	��� ����
��
�� 1

��	�
��� ��� ' ���
����
��� (P, W ) 	����� ����������� �����
����� � ����
��� B
������ v − θiP − W = const� 
������
������� ��	��� 	����1 ����������� ���"!� �
����
���� ;����� ��
������% ������� ����	������� B ������� ��������"��� �
� W �
��	 	�	 ������" �� W �� ����
��� � ����
�� ���"	� �� P �
�� ��
� ,��

H



3�
�" 	������� ���������� 	�����	�� (PT , WT ) � (PB, WB)� /(���������� ������
����	��������

λ(PT − c) + (1 − λ)(PB − c) → max
PT ,PB,WT ,WB≥0

���� v − θT PT − WT ≥ 0, �A�

v − θBPB − WB ≥ 0, �C�

v − θT PT − WT ≥ v − θT PB − WB, �G�

v − θBPB − WB ≥ v − θBPT − WT . �H�

�������� ��� �� ����������� ����������"��
�" �� PT � PB� 8���
���
������ �
������ �� ��	�� ����������� �� ��	������)�
�� �� ������� ��������#��"� ��� ����5
	������� �� ����� �����������" �� ����� �(�����"��  �� ����	��� �� 
������� �� ����5
����#��� ��� ��� ��������"��% ��� 
���
 �� ������ ����� ��
	���������

�&� :����"�� ��	������"
��� �� ��
	��"	� !�����
+� 4
����� v − θBPB − WB ≥ 0 ���������
� ����������
	��
0�%
������"��� � 
��� ����������"��
�� PT � �
����% �A� � �H��

v − θBPB − WB ≥ v − θBPT − WT ≥ v − θT PT − WT ≥ 0.

,� '��������
� �
����� PB ≥ PT �
0�%
������"��� 
��#�� �G� � �H�� ���������

θT (PB − PT ) ≥ θB(PB − PT ) =⇒ (θT − θB)(PB − PT ) ≥ 0.

-� 4
����� �H� � ���	� �������� ���������
� 	�	 �����
����
0�%
������"��� �
��  �� �� ��	� �� ��#�� 
���	� ��������" PB� 3��  ��� �G� ���"	�

�
����
�� � �H� ���������
� � 
��� ���	�� +� 3�����" ���  ��� �����
�����
/���������"��� � �������� �����
����� ������������ 	�	�� ������ ��	����"� 
���

��� ����
����
	���
.� WB � ���	� �������� ����� ���)�
0�%
������"��� ��������#�� ���������� �� �
�" (P ∗

B, W ∗
B) B ���	� ��������� �

W ∗
B > 0� 3���#�� WB = 0� PB = 1

θB
(θBP ∗

B + W ∗
B) = P ∗

B +
W ∗

B

θB
� E��	� ��������"� ���

��� ����1��� 	 ���	� (PB, WB) �
� ��������� �
����� �������)�
�� � ������" ����5
	������� �����
����� ������ W ∗

B = 0�
/���������"��� �����
���� �� ��	���)� ������� ��������
2� ' �������"��% ���	� �
����� �A� ���������
� 	�	 �����
����
0�%
������"��� ��������#��� ��� (P ∗

T , P ∗
B, W ∗

T , W ∗
B) �������"��� �� v−θT P ∗

T−W ∗
T > 0�

3���%��� 	 ����% ���	� (PT , P ∗
B, WT , W ∗

B)� ��	 ����� ���������
" 
����)*�� �
������

v − θBP ∗
T − W ∗

T = v − θT PT − WT ,

v − θT P ∗
T − W ∗

T > v − θT PT − WT > 0.

I���� ��#�� ��
���"� ����#��� ��������� PT = P ∗
T + ε� WT = W ∗

T + θBε > 0� '������ ε�
��#�� �����"
� ����� ��� ����� ��������"
� �
� ��������� �
������ 3�����" ���  ���
�����
����� ��������� ��� �
�� W ∗

T = 0� �� pT∗ = P ∗
B � ��#�� ���
�� ��������" PT � PB�

�������� ������"�
3��������� ������������ ��	������� ���	� �9��

+J



PT

PBv/θB

v/(θT − θB)

PT = PB

:�
� -�

�D� '�
���"�����!�
" �����"������ �������*�1 ���	��� �WB = 0� WT = v − θT PT ��
������!�� ������ ����	������� � �����

λPT + (1 − λ)PB − c → max
0≤PT≤ v

θT
,PT≤PB≤ v

tB

���� v − θBPB ≥ (θT − θB)PT .

�<��#�
���� �� 	������ ��	
���������
� ����%��� (��	��� ������#��� �� ��
��	� -��

:�!���� �����% ������ ��	����
3�� λ

1−λ
> θT−θB

θB
P ∗

B = P ∗
T = v

θT
� W ∗

B = W ∗
T = 0�

3�� λ
1−λ

< θT−θB

θB
P ∗

B = v
θB

� P ∗
T = 0� W ∗

B = 0� W ∗
T = v�

3�� λ
1−λ

= θT −θB

θB
�
� ��	�� PT ≥ 0� PB ≥ 0� ��� θBPB + (θT − θB)PT = v �� 
������5


���)*�� �� WT � WB� ����)�
� ��!�������
�������� ��� �
�  �� 
���������� ���"	� � ��� 
������ 	���� 	������� ��
��#�����

��� ���	�� 7
�� λ
1−λ

< θT−θB

θB
� �� �� �������	� ����
��� 	������� �������� ����	��

'  ��� 
����� 	������� ��#�� �����" ��
��#����" ���"	� �����
������ ���������

	�����	� P ∗ = v
θB

� W ∗ = 0� 3�����" ���  ��� 
�
����� π1 = (1 − λ)
(

v
θB

− c
)
� ' 
�����

���1 ���	�� ������" 
�
����� π2 =
(

v
θT

− c
)
�

7
�� π1 > π2� �� �������� ��
��#����" ���"	� �����
������ ����� B ��� 	��������
��

�#�����

������ �� 2.*=>< ?@ 3?MS=54T?S6 ���������� ������ ����	����'������
���� � � ���
 ����"���� ��� ���� ���	��� ������� ����	����� x �����
�
	
� �� ���
��� �� [0, 2]%

�	� ��
�� ����	��� �
�  ������ ��� 
�� ���	��% � �����
�
	
� �� ���
��� �� [0, 1]%

�	� ��
�� ����	��� �
� ������ ��� 
�� ���	��� !��
�"��  ������� ��� �� ���	��
�� �� c%  ��  �
��% ��� ������ ��� 
�� ���	�� �
 ����� ���
��� ����#�� ��	
������
��
��� ������ �� �� ����	��
 � ���
�"��� $U(w, c) = u(w)−c&� +�	
������ ����	���
���� �O

u(w) = 1 − e−w,

��������� ����� ��� 
�� ��	
������ �� 
� U�

++



$*& -�����
 ������	���� ��� 
�� ���	��  �	���
% ����� ��� 
�� ���	�� ������
��
����  
��,�#���
��

$.& �
���
 ������ ����	�����% ������
 ������	���� �������� � ��� ���
 ��� 
��
���	�� � ������� $*&

��	�
��� ��� 7
�� ������" �
���% ����(������� �� ����������% ����� �
���� ����5
���" �� �������"��� ������ � �����"��	 ��	
��������� (��	�) ��*�
�������� ���5
��
�
������� 3�� ���	�� ������ �
���% ������! �����"��	� �����

ELx =

∫ 1

0

x dFL(x) =
x2

2

∣∣∣1
0

=
1

2
.

3�� ��
�	�� ������ �
���% ������! �����"��	� �����

EHx − w =

∫ 2

0

x dFH(x) − w =
x2

4

∣∣∣2
0
− w = 1 − w,

��� u(w) ≥ c� 6�
)�� ���	� �����"� ��� ��
�	�% ������" �
���% ���������� �
�� w < 1
��� c < 1 − e−1/2�

�&� 7
�� ������" �
���% ������������ �� ����(������� �� �����"��	 ���#�� ����5
��#��" ��� �������� w(x)� ����
�*�) �� ������!�� ' 
������ �
�� �������"��% ���5
���" �
���% B ���	�%� ���������� ������ ��������� ���#�� ������"
� ���)� 7
�� ���5
���" �
���%� 	������� 1���� �����"
� �����"��	 B ��
�	�%� �� �� ��!��� 
����)*�)
������ ∫ 2

0

(x − w(x)) dFH(x) → max
w(·)

����

∫ 2

0

(1 − e−w(x)) dFH(x) − c ≥
∫ 1

0

(1 − e−w(x)) dFL(x),∫ 2

0

(1 − e−w(x)) dFH(x) − c ≥ 0.

'���!�� E�����#��� ������

L =

∫ 2

0

(x − w(x))fH(x) + λ(e−w(x)(fL(x) − fH(x)) − c) + µ(1 − e−w(x))fH(x) dx.

4
����� ������� �����	� ����� ���

− fH(x) − λe−w(x)(fL(x) − fH(x)) + µe−w(x)fH(x) = 0,∫ 2

0

(1 − e−w(x))fH(x) dx −
∫ 1

0

(1 − e−w(x))fL(x) dx = c,∫ 1

0

(1 − e−w(x))fH(x) dx = c.

6���������� �������)�
� 	�	 �����
���� ����� �������� ����� �� ���" ����#��� ���
�
�"� λ > 0, µ > 0�� >�	 	�	 fL = 1, fH = 1/2, x ∈ [0, 1] � fL = 0, fH = 1/2, x ∈ (1, 2]

e−w(x) =
1

µ − λ
, x ∈ [0, 1], �+J�

e−w(x) =
1

µ + λ
, x ∈ (1, 2]. �++�

�+,�

+,



3��
�����  �� (��	�� � ������������ ����� ��%�� �������� λ� µ� 0��  ���� ��
������
�������� ����������∫ 2

0

e−w(x) dFH =

∫ 1

0

1

2

1

µ − λ
dx +

∫ 2

1

1

2

1

µ + λ
dx =

1

2

(
1

µ − λ
+

1

µ + λ

)
,

∫ 1

0

e−w(x) dFL =

∫ 1

0

1

µ + λ
dx =

1

µ + λ
.

6���������� �������)� ���

1

µ − λ
= 1,

1

µ − λ
+

1

µ + λ
= 2 − 2c.

' �����"�����

e−w(x) =
1

µ − λ
= 1, x ∈ [0, 1],

e−w(x) =
1

µ + λ
= 1 − 2c, x ∈ (1, 2].

8����"��	 ���#�� ����#��" ��������

w(x) = 0, x ∈ [0, 1],

w(x) = − ln(1 − 2c) > 0, x ∈ (1, 2].

'�����! �����"��	� �����∫ 1

0

(x − w(x)) dFH(x) = 1 +
1

2
ln(1 − 2c).

8����"��	 ���#�� ������" 	�����	� ��� ��
�	��� ������ �
���%� �
��

c ≤ 1

2

√
1 − 1

e
.

������ �� ���������� ������ ����	����'������
����  ������� ��
 ������� �
��
���	��� �� �����
�� � ������ 7�
�� �
�	���
� ���
��% ������� �������� ����	��
����  ������ x% ���������� ���� �� � �� ����
��� x1 > x0 = 0� -
���	��
��

���	�� ��
���  	��� ��  
���������  ����
��� x1� V��  
��������� �������
�
���� �� � �� ����
��� pH �	� pL% ��
 0 < pL < pH < 1� D�	� ��
��  �����
�  ������
��� 
�� ���	��% �� �� �
���� ���
�"�� c% �����
�
	
���
 �� ���
��
 [0, x1] � ,���#�
�
�����
�
	
��� F (c)� 7�
�� �������
�  ��
��� ��% �� 
��� 
�� ����	��� ��	"�� ����
�
����#��
	���� $w ≥ 0&�

$*& +�
���	�"��% ��� ��
�� �
 ���
�  
	����� c �� ���
��� �������� ��
�	�"
�
��� ����	����� � �� ���
���  ����� ��� �� ���	�� p� -�����
 ������	����
���������

+-



$.& +���� �
�
�� ��
�� ���	��
� c �
�
�  ������ �
��� �� p% �� ���	
 ��������
��� ���������� +
�
,����	�����
 � �
���
 ������ ����	�����  /��� �	���
%
��
���	�"� % ��� ������
���� ������ ��������  ,���
 �
�� ����� �� ��� ��
c�

$:& +�
���	�"��% ���  �����
 $.& ����	���� ��"
�  �	����  �������� ��	��
 �
% ���	���� �������� ��
�� ��"
� ���� ���	
 ����% ��� �� ����
� c� +
�
,���
��	�����
 � �
���
 ������ ����	������

��	�
��� ��� 7
�� �����"��	 1����� ����� ����������% ���	������� ���� �
���%� ��
�������"��� ����� ����#��" �������� �����% J� '�����! �����"��	� �  ��� 
�����
����� pLx1� 7
�� �����"��	 1����� ����� ����������% ���	������� ����� �
���%� ��
������ ���������� ����� 
����)*�% ���

pH(x1 − w1) + (1 − pH)(x0 − w0) → max
w0,w1

���� pHw1 + (1 − pH)w0 − c ≥ pLw1 + (1 − pL)w0,

w1, w0 ≥ 0,

���

c = Ec =

∫ x1

0

x dF (x).

3���������� ������

pHw1 + (1 − pH)w0 → min
w0,w1

���� (w1 − w0)(pH − pL) ≥ c,

w1, w0 ≥ 0.

6�
)�� ������ ��� w1 > w0 � w0 = 0� ��	 	�	 ����� �� ����� �� ����"!��" w1 � w0

�� ���� � �� #� ����) ��������� 
����� ��� 
���� ��
1��� �� ����!�� ����������%�
3� �����

w0 = 0, w1 =
c

pH − pL

.

K����
�
������ �����"��	� �����

pH(x1 − w1) = pHx1 −
pHc

pH − pL
.

8����"��	 ���#�� ������" 	�����	� ��� ��
�	��� ������ �
���% ����� � ���"	� ������
	����

x1 ≥
pHc

(pH − pL)2
.

�&� 8����"��	 ���������� ������������ 	�����	� w0, w1� ;�	 � ������ �����"��	� ���

��	�	��� 
��
�� �����" w0 > 0� 3���������% ������� ��
�	�% ������" �
���%� �
��
����)������ c ������������� �������
��� c ≤ w1(pH − pL)� ' ��������� 
����� �����
������ ���	�% ������" �
���%� '�������
�" ����� ��� ����������% ������� ��
�	�%
������" �
���% ����� F (w1(pH − pL))� ������ �����"��	� ��������� ���

F (w1(pH − pL))pH(x1 − w1) +
(
1 − F (w1(pH − pL))

)
pL(x1 − w1) → max

w1

.

+.



4
����� ������� �����	� ���� ���������

f(w1(pH − pL))(pH − pL)2(x1 − w1) = pL + F (w1(pH − pL))(pH − pL).

; �������� ��� ������������ ��
����������

(pH − pL)2(x1 − w1) = pL + w1(pH − pL)2 =⇒ w1 =
x1

2
− pL

2(pH − pL)2
.

�9� 3���������% �
���� ��#�� ������" ���	�% ������" �
���% � ����� �� ��
	�� ����5

�����" ���"��� �� ���� �� �
���� ��������� ���
��� � ���� � ������ ����� �� ��������
�
�� ���	�� �&��

������ �� -���	����% �
����	���� �� �����
�� � ����� ������
� �
����	����
�� �� �����
�� � ����� ������
������ -���	���� ��
�	���
� ��������% ���� �����
��  �����
 x% ������� � 	�
��� ,���#�
�% �� ����
� �� ���� ��
��� � 
�� ���	��O
x = θa� -� ��� θ ∈ [0, 1]% �� ��� 
�� ���	�� a ≥ 0% �
 ���	��
�� ����	������� 7����
��� ����	����� �� 
����% ��� ��� ��
��� �� ���
��� �����
�
	
� �� [0, 1]� !��
�"��
��
��� �� ���	�"
��� ���	�� �� �� c(a) = a2/2�

$*& -�����
 ������	���� ��� 
�� ���	�� $� �������& �	� ��"���� �����

$.& -���	���� ��
�	���
� ������
����� ������� w(x) ' ����	��� ��� ,���#��  ��
������ Q������
 ��	� �� ���������� � ��	� �� ���� ����	���� ��#����	������
��
��� � R���� �������� ��� �	�
� �
�	��� ��� ������	���� ��� 
�� ���	��
$� �������& �	� ��"���� �����

$:& ;,����	�����
 ���������#����� ������ ����	������ W 	�
��� 	� ��������
�� ������ $.& ������	���� �	� ����	�����1 (���"��
 ������	������ �	�
��� 
���
 ���������
�% 
�	� /�� �
 ����

��	�
��� ��� 7
�� ����
���� ��� ����� ����� ��� θ� �� 
����"�� �������"��� �������
�
���% ����� ��!���� 
����)*�% ������ ����������

θa − c(a) = θa − a2

2
→ max

a
.

$� �
����% ������ �����	� 
������� ���

a∗(θ) = θ.

�&� 4
����� 
��������� ��� ������ ���� θ � ����� ���

w(θa) − a2

2
≥ w(θa

′
) − a

′2

2
, a �= a

′
.

4
����� ����������"��% �������"��
��

w(θa) − a2

2
≥ 0.

/����"�� �������"��� �������� �
���% ��#�� ���" ��
�������� �
�� ����#��" ���5
��������� ��������� ����) x = θa� '  ��� 
������ ����� ��!��� ������ �� ���	�� ����

+2



6�������� �����% 	�����	� �� ������
� �������"��� ��� �����"��	�� ��	 	�	 ��
"
������! �������� ����������%�

�9� '���!�� ������ �����"��	�

E{x − w(x)} → max
w(x)

���� a = i arg maxa
′{w(θa

′
) − c(a

′
)},

w(x) − c(a) ≥ 0,

x = θa.

:�

������ ������� 	���� 	�����	� ����� ����%��% ��� w(x) = αx� 6������"��% ���5
���" �
���% ������������ ����� a∗ = αθ� /���������"��� x∗ = αθ2� w(x∗) = α2θ2� 8�5
���"��	 ��!��� �������� ∫ 1

0

αθ2 − α2θ2dθ → max
α

.

' �����"���� ��������� ��� α∗ = 0.5, w∗(x) = 0.5x � �����"��	 �������� ������!

x∗(θ) − w∗(x∗(θ)) =
θ2

2
− θ2

4
=

θ2

4
> 0.

/���������"��� 	�����	� �� ���	�� �&� ��%
������"�� �� ������
� �������"����

������ �� 23*456 -
����	���� �� �����
�� � ����� ����	���� ������
� �� ������
�
 ��	������ � ����� ������
����� � ,���#�
� ��	
������

√
w − a% ��
 w ' �����% �

a ' ��� 
�� ���	��� 7�
�� ��"
� �������� �
���� $a = 2& �	� 	
������ $a = 1&�
D��� ��	��� � �  ����"��� ��� �� ������ ����	�����O q1 = 40 �	� q2 = 100% ����
�

�	� ��
�� ������
� �
����% ��  
��������� q2 �� �� 3/4%  ��  �
��% ��� 
�	� ��
��
	
�� % ��  
��������� q2 �� �� 1/2� )�������� ����� ��� 
�� ��	
������ ��
��� �� 
�
4�

$*& ;,����	�����
 ������  �	���
% ����� �
��� �� ��
��� ���	��
��% � ������

������	���� ��� 
�� ���	���

$.& ;,����	�����
 ������  �	���
% ����� ����	���� �
 ��"
� ���	���� �
��� �

������
�����% � ������
 ������	���� ��� 
�� ���	�� � ������	���� ���������

��	�
��� ��� 7
�� ��%
���� ������ ����(�������� �� ��� �������"��1 �
����1 ��	5

���������
� (��	��

Eaq − w(a) → max
a

,

���
√

w(a) = a� >�	 	�	 10+75−4 = 81 > 69 = 20+50−1� �������"��� ������� �
���%
����� a = 2� �&� 7
�� �����"��	 �� ��#�� ����)���" ������" �
���% �������������

�� �� ���#�� �
�������" ���������) ����� 	�	 (��	�) �� q� 7
�� �����"��	 1����
�����"
� ��
�	��� ������ �
���%� �� �� ���#�� ������#��" 	�����	�� ��� 	������ �����
��������"
� �
����� ����������"��% �������"��
�� � 
����
����
�� 
� 
���������
8����"��	 ��!��� ������

1

4
(q1 − w1) +

3

4
(q2 − w2) → max

w1, w2

����
1

4

√
w1 +

3

4

√
w2 − 2 ≥ 1

2

√
w1 +

1

2

√
w2 − 1,

1

4

√
w1 +

3

4

√
w2 − 2 ≥ 4.

+A



I�� ������  	���������� 
����)*�%

w1 + 3w2 → min
w1, w2

����
√

w2 −
√

w1 ≥ 4,
√

w1 + 3
√

w2 ≥ 24.

�������� ��� ��
������ �������
��� �� ��#�� ���" 
������� ��	 	�	 ����� �� ����� ��
����"!��"

√
w1 �

√
w2 �� �����	���) ����) ��������� ��� 
���� �� ������� ������

�������
��� � ����"!�� ���������) ������ 3� ����
√

w1 = 24 − 3
√

w2 � w1 = 9w2 −
144

√
w2 + 576� ������ ���������� ��������� ���

w2 − 12
√

w2 → min
w1, w2

����
√

w2 ≥ 7.

4
����� ������� �����	� ���)� ���

1 − 6
√

w2
− λ

2
√

w2
= 0,

λ ≥ 0,
√

w2 − 7 ≥ 0, λ(
√

w2 − 7) = 0.

7
�� λ = 0� ��
√

w2 = 6 � �� �������� ������������� /���������"���
√

w2 = 7 �
λ = 2� 7
�� �����"��	 1����� ����� ����������% ���	������� ����� �
���%� ��� ����
����#��" ��������� �����) w1 = 9, w2 = 49� 3�� ��	�% �������� �#������% ������!
�����"��	� �����

W =
1

4
(40 − 9) +

3

4
(100 − 49) =

31 + 153

4
= 46.

7
�� ������� ��
��������� ��� ����������% ����� ���	�������" ���� �
���%� ��5
���� ��������� ���

1

2
(q1 − w1) +

1

2
(q2 − w2) → max

w1, w2

����
1

4

√
w1 +

3

4

√
w2 − 2 ≤ 1

2

√
w1 +

1

2

√
w2 − 1,

1

2

√
w1 +

1

2

√
w2 − 2 ≥ 4.

3���������� ������� �������� ���� 	�	 � � ���"!�� ��
������ ����������� #�
�	��� ��
�
�" ���������
� 	�	 �����
����

w1 + w2 → min
w1, w2

����
√

w2 −
√

w1 ≤ 4,
√

w1 +
√

w2 = 10.

3�����!�� ������ ��	� ����� �
����
" ���"	� ���� ����������

w2 − 10
√

w2 → min
w2

����
√

w2 ≤ 7.

+C



K���
������ ���������� ���� ��������
√

w2 = 5� �  �� �������� ������������� ����5
������)� /���������"��� w2 = w1 = 25 � �#������� �����
�
������ �����"��	� �����
W = 20 + 50 − 25 = 45 < 46� 3� ���� �����"��	� 
������ ������#��" 	�����	�� ���
	������ ����������% ���	�������� ����� �
���%�

������ ��� ���������� ������ ����	�����������
����%  ������� ������
���� ���
"
� ����	��� ��� � ��
���
 ���	�� a1% a2� !��
�"��  ����	� � � ��������� C =
1
2
(c11a

2
1 + c22a

2
2 +2c12a2a2)� -���	���� ��"
� ��
�	����� 	��
���
 ���������% �� ����

��
 �� � �� �
�
�
����O x1 = a1 + γa2 + ε1 � x2 = a2 + ε2� Q�
�� ε1 � ε2 �
�� �����

�����	���
  
	����� � ��	
 �� ��
���� � ����
������ σ2

1 � σ2
2 ���� 
��� 
���� �����

#�� ��	
������ ��
��� � 	�
��� XHYH ,���#�
�% �� 
� �����������
� CE = µ− r
2
σ2%

��
 µ � σ2 ' ��
��

 � ����
���� �������� 
�� ����	��� � ���
�"
� ���	�� ���� 
��
�� 
���� 9�	� �
 ���� ����	���� ��#����	������ ��
���  ��	���� �	
����� �����
���O CE ≥ ū� ������� ����	����� �� 
� x1 + x2� -���	���� �
����	
� �� �����
��
� ������

$*& -�����
 �
���	� ��� ��������

$.& 8������
������
 ��	� �� ������	���� 	��
���� ���������

$:& +�
���	�"��% ��� c12 = γ = 0� -�����
 ��	� �� ������	���� 	��
���� ����
������

$<& +�
���	�"��% ��� ε1 �
���	��
�� $σ2
1 = ∞&� -�����
 ��	� �� ������	����

	��
���� ��������� R�� �� ���
��
���  �� �������� �� c12 *@< γ 1

$>& +�
���	�"�� �
�
��% ��� ε2 �
���	��
�� $σ2
2 = ∞&� -�����
 ��	� �� �����

��	���� 	��
���� ��������� R�� �� ���
��
���  �� �������� �� c12 *@< γ 1

��	�
��� ��� 8����"��	 ���������� ������������ 	�����	� ����

w = α1x1 + α2x2 + β = α1(a1 + γa2 + ε1) + α2(a2 + ε2) + β.

3������
�" ������ ���  ��� 
�
������� u = w − C� 3� ����� µ ≡ E[u] = E[w] − C(a1, a2)�
σ2 = Var[u] = α2

1σ
2
1 + α2

2σ
2
2 �

������ ���
	� ����
������� �������� �������� 
����)*�� ��������

max
a1,a2,α1,α2,β

E[x1 + x2 − w] = max
a1,a2,α1,α2,β

(a1 + (1 + γ)a2 − E[w]),

���� µ − r

2
σ2 ≥ u.

4
����� ��#�� ������������" 	 ���� E[w] ≥ r
2
(α2

1σ
2
1 +α2

2σ
2
2)+C(a1, a2)+u� �������� ���

� ����
����� �������"��� 	�����	�� α1 = α2 = 0� � ������ w��� = β��� = C(a���
1 , a���

2 )+u�
'�
" ��
	 ����� �� 
��� ��%����"��� �� ����!���) 	 ��
	� 
�������

������ 
�����
� 	 
����)*�%�

(a���

1 , a���

2 ) = arg max
a1,a2

[a1 + (1 + γ)a2 − C(a1, a2)].

' 
��� ����	��
�� (��	�� �����#�	 ��� ��1�#����� ��	
����� ��
������� ��

���5
���" �
����� ������� �����	��(

1
1 + γ

)
= C

(
a1

a2

)
, ��� C =

(
c11 c12

c12 c22

)
�

+G



6�
)�� �������� (
a���

1

a���

2

)
= C−1

(
1

1 + γ

)
.

�&� :�

������ ������ ������� ��� �������% ���������% ����� �� �������� ������"
�
���%�

(a∗
1, a

∗
2) = arg max

a1,a2

[
α1a1 + (α1γ + α2)a2 + β − r

2
(α2

1σ
2
1 + α2

2σ
2
2) − C(a1, a2)

]
.

4
����� ������� �����	� ���  ��% ������ �������� 
����)*�� ��������(
1 0
γ 1

)(
α1

α2

)
= C

(
a∗

1

a∗
2

)
=⇒

(
α1

α2

)
=

(
1 0
−γ 1

)
C

(
a∗

1

a∗
2

)
. �+-�

$
���"��� �
����� ����������"��% �������"��
��� �����"��	 �
������� 
����)*�%
������" β �

β =
r

2
(α2

1σ
2
1 + α2

2σ
2
2) + C(a∗

1, a
∗
2) − α1a

∗
1 − (α1γ + α2)a

∗
2 + u, �+.�

��	 	�	 ������! �����"��	� ������� 
 ��
��� β� >�	�� �������� �����"��	 ��������

Π = a∗
1 + (1 + γ)a∗

2 −
r

2
(α2

1σ
2
1 + α2

2σ
2
2) − C(a∗

1, a
∗
2)

=

(
1

1 + γ

)′
a∗ − r

2
α′Σα − 1

2
a∗′Ca∗

=

(
1

1 + γ

)′
a∗ − a∗′

2

{
rC′

(
1 −γ
0 1

)
Σ

(
1 0
−γ 1

)
+ I

}
Ca∗ → max

a∗
,

�+2�

��� Σ =

(
σ2

1 0
0 σ2

2

)
� I =

(
1 0
0 1

)
�

4
����� ������� �����	�� (
1

1 + γ

)
= {rCΩ + I}Ca∗,

��� Ω =

(
1 −γ
0 1

)
Σ

(
1 0
−γ 1

)
=

(
σ2

1 + γσ2
2 −γσ2

2

−γσ2
2 σ2

2

)
�

6�	��� ��������

a∗ ≡
(

a∗
1

a∗
2

)
= C−1{rCΩ + I}−1

(
1

1 + γ

)
. �+A�

�9� 3�
�" c12 = γ = 0� '  ��� 
����� C−1 =

( 1
c11

0

0 1
c22

)
� 3��
����� � ��!���� �����5

��*��� ���	��� ���������(
a∗

1

a∗
2

)
=

(
1

c11(1+rc11σ2
1)

1
c22(1+rc22σ2

2)

)
,

(
α1

α2

)
=

(
1

1+rc11σ2
1

1
1+rc22σ2

2

)
.

β ��1���� �� �+.��

+H



�D� $� �+-� � �+A� ��������

α =

(
1 0
−γ 1

)
{rCΩ + I}−1

(
1

1 + γ

)
�+C�

CΩ =

(
c11(σ

2
1 + γ2σ2

2) − c12γσ2
2 σ2

2(c12 − γc11)
c12(σ

2
1 + γ2σ2

2) − c22γσ2
2 σ2

2(c22 − γc12)

)
�+G�

det{rCΩ+ I} = (rσ1σ2)
2 detC+ rσ2

2(γ
2c11 + c22 −2γc12)+ rc11σ

2
1 → rσ2

1(c11 + rσ2
2 detC) ���

σ2
1 → ∞�

>�	�� ��������(
1 0
−γ 1

)
{rCΩ + I}−1 → 1

c11 + rσ2
2 detC

(
0 0

−c12 c11

)
.

3��
����� � �+C� � �������

α1 = 0, α2 =
(1 + γ)c11 − c12

c11 + rσ2
2 detC

.

�L� 3�
�" �����" σ2
2 → ∞� >���� det{rCΩ + I} → rσ2

2(B + rσ2
1 detC)� ��� B ≡ γ2c11 +

c22 − 2γc12�
6�
)�� (

1 0
−γ 1

)
{rCΩ + I}−1 → 1

B + rσ2
1 detC

(
c22 − γc12 γc11 − c12

0 0

)
.

3��
����� � �+C� � �������

α1 =
B + γc11 − c12

B + rσ2
1 detC

, α2 = 0.

������ ��� ���������� �����#�%  ������� �#
��� �� ��� θa � θb � ��� ��
����
�� $H � Z&% �
����	����� �� �����
�� � �����% � 	���� �	��������  
	�������%
�� ���
��� �����
�
	
����� �� [0, 1]� !�����	��� ��"��� ��
�� ��	���
� ����� 
�����
#
� �� ���� ����
�� ����% ��
��� �
��� ���	���� ��
	��O ��"��� ��
�� ��"
�
�������� � U% [ �	� \ 
����#��� �� ��� $������ ��
�� ���� 
��� 
��� ����
��� � \%
[ �	� U 
����#���&�

$*& 8������
������
 ��� �	� ����� 	�% /,,
��� ��
 >] ^?=5 $�� 
� �����
�
	
��
 ���
 ��� � ���"
�� � #
� ��� ,���#� �� �#
��� �� ���&�

$.& ���������� �
������%  ������� ��� ��
��� ����� ��� �� ���� �
�
���% � ��
�
	� ��� ��	

  ����� ��� �� ������
� �� �� � ������� ��
��� �� #
�
 �����	
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��
 P��
���-/��  ������� ��� �
�� 	��
��� �� �#
���� �� ��� bi = αi + βiθi% i = a, b� �� 
���
 ��	� �� �
� ���
�������  �����
 ��"���� ��
���� $;���
���� ������
�% ��� �� �� 
���
 ��� ��
������� � �	� ����� ��
��� ��� ,���#���&

$:& R���
 �����
�
	
��
 �� ��� �
�	���
��� � ������ /���� �
�������1 W 	�
��
�� 	� ��� �� �
������ �� �����	��� �� P��
��1 W 	�
��� 	� ��� /,,
��� ���
>] ^?=51 W 	�
��� 	� ��� ���� ����	��� ��#����	����1 R�� ����������� ��	��
�
���
 �
��	����� � �
��
��� 0��
�����';���
���/���1

,J



��	�
��� 3�����
�" f(θi) ��
��������� ���	� ������ ������� i ����� 1 ��� θi ∈ [0, 1]
� 0 � ��������� 
����� �i = a, b��

��� 3������ ���������  ((�	������ LM NO��� �������� 
����)*�� ��������
7
�� θa > θb� �� ya = 2� yb = 0 �yi B 	�����
��� ������� 	������ �
����
� � ������ i

��
�� �	������� ����������
7
�� θb > θa� �� yb = 2� ya = 0�
7
�� θb = θa� �� �)��� ��
���������� ������ ������
�  ((�	������ LM NO���
�������� ��� ��� ������ ��	�	 �� ������ ��  ((�	�����
�"� /���� �������" ���"	��

��� ������ ��������� ��������" ����� �� ��� ��#�� ��� ��� ���	� � ��	����" �� ���
��!�� ��� ��� ���	��

�&� 3�
�" 
�������� ������� ����%�� bi(θi) = αi + βiθi� i = a, b�
������ ������ i B ��	
����������" �#������) �������
�"� ' 
������ 	���� bj(θj) <

bi(θi)� ����� i � �����"���� �������� yi = 2 � ������ bi� � � 
������ 	���� bj(θj) > bi(θi)�
����� i �������� yi = 0 � ��� ������ bj � /����% �����
��� �����	 ��#�� �� ��

���5
�����"� ��	 	�	 ��� ��������
�" ����� ���)� >�	�� �������� ��������
" 
����)*��
������� {∫

bj(θj)<bi(θi)

(2θi − bi(θi))f(θj)dθj +

∫
bj(θj)>bi(θi)

(bj(θj))f(θj)dθj

}
→ max

αi,βi

.

6��!�� ���#�
��� bj(θj) < bi(θi)�

bj(θj) < bi(θi) ⇐⇒ θj <
bi(θi) − αj

βj
=

αi − αj + βiθi

βj
.

3�������#��� ��� bi(θi)−αj

βj
∈ [0, 1] ��� �
�1 θi ∈ [0, 1]� ������� 
����)*���∫

bj(θj)>bi(θi)

(bj(θj))f(θj)dθj =

∫ 1

bi(θi)−αj
βj

(αj + βjθj)dθj =
1

2βj

[(αj + βj)
2 − b2

i (θi)],∫
bj(θj)<bi(θi)

(2θi − bi(θi))f(θj)dθj = (2θi − bi(θi))
bi(θi) − αj

βj
.

>�	�� �������� ������ ������ ��#�� ������
��" 
����)*�� ��������

1

βj

{
2θibi(θi) −

3

2
b2
i (θi)

}
→ max

αi,βi

.

<�	
�������� �� bi(θi)� ������� b∗i (θi) = 2
3
θi� i = a, b� >�	�� �������� α∗

i = 0� β∗
i = 2

3
�

�9� 3������� ����������� 
 ����*")  ���� ��1������ ��	���� ya = 0� yb = 2 ���
θa < θb� ya = 2� yb = 0 ��� θa > θb� >�	�� �������� ��� ������
�  ((�	������ LM NO���

3� ��
������)� ��1����� ������
� 
����
����� 
� 
�������� �� K�%�
��
6#������� �������
�" ������ ���� θi �����

U i(θi) =

∫ θi

0

(
2θi −

2

3
θi

)
dθj +

∫ 1

θi

2

3
θjdθj =

1

3
+ θ2

i > θi ��� �)��� θi ∈ [0, 1]�

/���������"��� ��1����� ������
� ����������"�� �������"����
:����"��� �� ������������ ������� <�%��
���B/������� %��� ������ ��� � ��!��
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�� ������!� � �� ������ 	�	 � ������� �
�" ����
�" ����5
����� �������% ����������� ��� 	�����1 �������� �� �����
�� ������!��

,+



������ ��� 7��#��� ����
���
� #
�� �����
� �	
����� �������� +���� 
# ������

� 
����#� �� ��� ������ �� J �������
	
�� +������
	� ����� ��� ��% � ����� 
#
����
� �� �� ��
��� � �����	��
� ��� ���% ������� �	���� ����
���� �� ����
������  ��� ��� ����� 8#
��� �������
	��� �� ��� θi �
�� ����� � �����
�
	
��
�� ���
��� �� [0, 1]�

$*& 8������
������
 ����
������
 �� �� 
��
 P��
���-/���

$.& -�����
 �"���
��� ����� ����� #��

$:& ;�� ���
 $*& � $.& �� �	���
� ���#����  ����� #
��� R�� ��	��
���
 �
��	�����
����������� � �
��
��� � �� 
��� 
 �������

$<& D�	� $*&'$:& ��"���� �	����� �	�"����  ���
� �	���
% �
���
 �	� J = 3�

��	�
��� ��� K���� �����������"� ��� �
� ����	� �
���"��)� 
�������� ���� bi = αiθi�
i = 1, . . . , n� :�

������ 
�������) ������ �� ����	��� 3�
�"  ��� ����	 ����� �����
n� >�	 	�	 �
� 
������	� ����� �� ������)�
� ���� �� ������ 
������� ��� �
� ���
�
���"��)� ���� � �� #� 
�������) αθ� '����� �����������

b(n−1) = max
1≤j≤n−1

bj , b(1) = min
1≤j≤n−1

bj .

E��	� �����"� ���

F(n−1)(x) = P{b(n−1) ≤ x} =
(x

α

)n−1

, f(n−1)(x) =
n − 1

α

(x

α

)n−2

,

��� f(n−1) B ������
�" ��
���������� 
����%��% �������� b(n−1)� =����������

F(1)(y) = P{b(1) ≤ y} = 1 −
(
1 − y

α

)n−1

, f(1)(y) =
n − 1

α

(
1 − y

α

)n−2

.

$���	 ��

�#���� 
����)*�� �������� �
�� ��	
����"��� 
���	� �����1 ���
���	��
���� ����� x� �� ��� ���� ��
��������� 
����)*�� �������

P{b(1) ≤ y} = 1 −
(
1 − y

x

)n−2

, f(1)(y) =
n − 2

x

(
1 − y

x

)n−3

,

��	 	�	 ���� �� �����	 ��	
����"��� � ����� x� � ������� �� 
��%
���� �
�����% ����5
����
��� ���������� ��
��������� �� [0, x]� /���������"��� �#������� �������� ���� �
������ 
������ ����� x/(n− 1)� �������� ��� � �������
�� αn ����� ��	��� ��� 
������
αnθn > x ����� ��������) ��������
�"� 3� ���� 
�����% ������! n 5 ���� ���
���	�
��������% � �����∫ 1

x/αn

(
θ − x

n − 1

)
dθ =

θ2

2
− θx

n − 1

∣∣∣∣1
x/αn

=
1

2
− x

n − 1
− x2

2α2
n

+
x2

(n − 1)αn

.

<�	
�������� �#������% ������! �� αn� ���	� �����"� ��� α∗
n = n − 1� $� 
��������


������� ��� �
� ����	� ����� ��������" 
�������) b∗(θ) = (n − 1)θ�

�&� >�	 	�	 ������� �������� n �����	� ���������� ��
����������1 �� [0, n− 1]� ��
��� �#������% ������! ����� ����� (n − 1)/(n + 1)�

,,
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�� ���
� �	
 [R̄ − θ, R̄ + θ] $R̄ > 1&� 9�� 
�� ����� ������� θ � 	�
��� ������� ���
,����#�
� ,����� +�
� ����
	��� ,���� ���� 	�
�  ����
 ��	�� C% ������� ����
���� 	�
� �
�
% 
�	� ������ �
����������% �����  ��	����� ��
�  �
��
 � ���#
��
����� $9������
O ,���� ��	���
� max{R− r,−C}% ���� ��	���
� min{r, R + C}&� _��
,���� θ �������
� ����
��
 θ1 �  
��������� π � θ2 �  
��������� 1 − π� ! ����
� ,���� �
����	��� �� �����
�� � ������ �
	����� R̄% C% � π ������ /����
����

$*& -�����
 �
���	� ��� �������% �� 
���  ����	��
 ���#
��% ������� ���� ��
��
	�"�	 �� ,���
% 
�	� �� θ ��	� �� 
����� -�����
  ������ ������

$.& (	� ������� r ������
% ����
 ,���� ����� �������� � ������

$:& -�����
 ���	� ����� ���� ���#
��� % ������� � 	�
��� ������	���� �	� ����
��  �	���
 �����
������� ��,����#��� $9������
O ����������
 �����#�%  
������� �������
��� ��
�����
 ��#������ ���
% �� 
��� ��
�	���� �
���	���  ��
������ ����� ����� ���#
���% ���� �������� �
� ��	��
�� � ,���% ���������
��� �
������
 �� ���% ��� ��� �
������
 ,����% ������
 ���
	� �� ������ ���
������ ���#
��% ����� ���� ��#������ �������

��	�
��� 6�������� ����� uF (r, R) = max{R − r,−C} (��	�) ������� (���� �
����� uB(r, R) = min{r, R + C} (��	�) ������� ���	�� 3��  ��� uF ����	�� �� R� uB

������� �� R� �������� ��� uF + ub ≡ R�
������ ���	� ��	���� ∫

R

uB(r, R)dFθ(R) → max
r

����

∫
R

uF (r, R)dFθ(R) ≥ 0.

>�	 	�	 
���� �������% ���	� � (���� ��#��
������ ����� R� �� ��
������� ��!��"
���������

∫
R

uF (r, R)dFθ(R) = 0�
:�

������ ��� 
������
+� R̄ − θ ≥ r − C �(���� �� ����� ���	����� �� ��� 	�	�1 R�∫

R

uF (r, R)dFθ(R) =
1

2θ

∫ R̄+θ

R̄−θ

(R − r)dR = R̄ − r.

,� R̄ + θ ≤ r − C �(���� ����� ���	����� ��� �)��� R�∫
R

uF (r, R)dFθ(R) = −C.

,-



-� R̄ − θ < r − C < R̄ + θ∫
R

uF (r, R)dFθ(R) =
1

2θ

[∫ r−C

R̄−θ

(−C)dR +

∫ R̄+θ

r−C

(R − r)dR

]
=

1

4θ
(C + R̄ + θ − r)2 − C.

:�!�� ��������� EuF = 0� ��������

r =

{
R̄, ��� θ ≤ C�

R̄ + (
√

θ −
√

C)2, ��� θ > C�

'�����! (���� ��� ��	�� ���	��
	�� ������� ����� ���)� �� ���� ���	 � 
������
������� R̄�

�&� '�
���"�����!�
" �����"����� ���	�� ���� �������� ��� ������! (���� ���� θ
��� ���	��
	�� ������� r �����

uF =


−C, ��� θ ≤ r − C − R̄�

R̄ − r, ��� R̄ − θ ≥ r − C�
1
4θ

(C − R̄ + θ − r)2 − C, ��� R̄ − θ < r − C < R̄ + θ�

6�
)�� ��������� ��� ��� r ≤ R̄ (���� �)���� ���� θ ���"��� 

��� � ���	�� 3�
�"
r > R̄� '  ��� 
����� ���"	� ��
������� ��
	������� (���� ���"��� 

��� �7
�� θ
����� �� ���� uF = −C� ���� uF = R̄ − r� ��� ���"!� ������ :�!�� �������
��� uF ≥ 0
�������� θ ≥ (

√
C +

√
r − R̄)2�

�9� 3�
�" �����" �
�" ��� ���� (��� θ1 > θ2� :�

������ ���) 	�����	��� ����
(r1, p1)� (r2, p2)� ��� r1 � r2 B 
���	� �������� � p1 � p2 B ��������
�" �����
��������
	�������

' 
������
���� 
 �������� ��������� ������ ���	� ��#�� ���" ����
������� 	�	
������ ��	
������� ������� ��� �
�����1 ���
��� � 
����
����
�� 
� 
���������

πp1 E1 uB(r1) + (1 − π)p2 E2 uB(r2) → max
r1,r2,p1,p2

�+H�

���� p1 E1 uF (r1) ≥ 0, �,J�

p2 E2 uF (r2) ≥ 0, �,+�

p1 E1 uF (r1) ≥ p2 E1 uF (r2), �,,�

p2 E2 uF (r2) ≥ p1 E2 uF (r1), �,-�

��� E1 � E2 B �
�������� �� ��1���� ������� � ������� ���� (��� 
������
�������
8�
��#��� ��

�#����� ��	�����)�� ��� ��  ��1 ������1 ����������% � �������� ���
�������)�
� 	�	 
������ �������
���� � ��� �������)�
� 	�	 �����
���� ;���� �����
p1 ��#�� ����#��" ������ ������� 3� ���� ������ ���	� ��#�� ������
��" � �����

πp1 E1 uB(r1) + (1 − π)p2 E2 uB(r2) → max
r1,r2,p1,p2

�,.�

���� p2 E2 uF (r2) = 0, �,2�

E1 uF (r1) = p2 E1 uF (r2). �,A�

6�������� ����� r̂i� i = 1, 2� ��!���� ��������% Ei uF (ri) = 0� :�

������ ��� 
������
p2 = 0 � p2 > 0� ' ������ 
����� ��
��#���)�
� ���"	� (���� ���� θ1�

+� ������ ���	� ���  ���� 
����� ��!��� � ���	�� ����

,.



,� ����!�� ������ ���	� � 
������ 	���� p2 > 0� 3�� ��������������1 ��
���"����
�
�����
���� uF + uB ≡ R� ' �����"���� ��������

πR̄ + p2((1 − π)R̄ − π E1 uF (r̂2)) → max
p2∈(0,1]

.

7
�� ���  ��� (1 − π)R̄ > π E1 uF (r̂2)� �� ��!���� p2 = 1 � r1 = r2 = r̂2�
7
�� ���  ��� (1−π)R̄ < π E1 uF (r̂2)� �� ��!���� p2 = 0 � r1 = r̂1 ��� �
�" (�	����
	�

 �� 
����% +��
7
�� (1−π)R̄ = π E1 uF (r̂2)� �� p2 ��#�� ���" �)��� � r1 ����������
� �� ���������

E1 uF (r1) = p2 E1 uF (r̂2)�

������ ��� D��� � � ��
��� ' ����� 
# $[& � �������
	� $\&� !�����	��� ����� 
#
 	��

� 
����#
� �� ���% ������� #
����� ��
����� ��� θ1 � θ2 ���� 
��� 
���� `]
*@5> θ1 �� ���
��� �����
�
	
�� �� [0, 1]%  ��  �
��% ��� θ2 �� ���
��� �����
�
	
�� ��
[a, 1 + a]% ��
 a ∈ (0, 1/3)�

$*& +�
���	����% ��� �#
��� ��
��� �� 
���� ���
�� 
������% ������
 �"���
�
��� ��� 
�� ������� ��

$.& _
�
�� ��
���	�"��% ��� �#
��� ��
��� � 	���� �� ������� ��,����#�
��
-�����
 ��	� �� ������	���� �
������% �� 
��� �
������% ������� ������
������
� �"���
��� ��� 
�� ������� � ���  ���	�
��� ��	� �� ���������� �
���� ����	���� ��#����	������� ;�� ���
 � $*&�

��	�
��� ��� ������ ��� �����
����� ����
����� �������"���� ������ �����
����

E[u1(θ1, θ2) + u2(θ1, θ2)] → max

���� y1(θ1, θ2) + y2(θ1, θ2) ≤ 1,

t1(θ1, θ2) + t2(θ1, θ2) ≤ 0,

��� u1(θ1, θ2) = θ1y1(θ1, θ2) + t1(θ1, θ2) � u2(θ1, θ2) = θ2y2(θ1, θ2) + t2(θ1, θ2)�
<�	
���������� ��������� �����������"��� ����#����� ������� ��!����

t1 + t2 = 0, y1 =

{
0, ��� θ1 ≤ θ2�

1, ��� θ1 > θ2�
, y2 =

{
1, ��� θ1 ≤ θ2�

0, ��� θ1 > θ2�

3��  ��� u1(θ1, θ2) + u2(θ1, θ2) = max{θ1, θ2}� P��	�� ��
���������� Fmax{θ1,θ2}(x) =
Fθ1(x)Fθ2(x)� ' ��!�� 
�����

Fmax{θ1,θ2}(x) =


0, ��� x < a�

x(x − a), ��� a ≤ x < 1�

x − a, ��� 1 ≤ x < a + 1�

1, ��� x ≥ a + 1�

������
�" �����

Fmax{θ1,θ2}(x) =


2x − a, ��� a ≤ x < 1�

1, ��� 1 ≤ x ≤ a + 1�

0, ������

,2



� �#������% ������" �����
��� �����

E[max{θ1, θ2}] =

∫ 1

a

x(2x − a) dx +

∫ 1+a

1

xdx

=

[
2x3

3
− ax2

2

] ∣∣∣∣1
a

=
2

3
+

a

2
+

a2

2
+

a3

6
.

�&� ����!�� ����1������ ������ ��
��������� �
����� ���������� �
����% ������5
����"��% �������"��
�� � 
����������∫ θ1

θ1

∫ θ2

θ2

y2(θ1, θ2)

[(
θ2 −

1 − Φ2(θ2)

ϕ2(θ2)

)
−

(
θ1 +

Φ1(θ1)

ϕ1(θ1)

)]
ϕ1(θ1)ϕ2(θ2) dθ1dθ2, �,C�

� ��!�� ������ ∫ θ1

θ1

∫ θ2

θ2

[θ1 + (θ2 − θ1)y2(θ1, θ2)]ϕ1(θ1)ϕ2(θ2) dθ1dθ2 → max

���� �,C�, y2 ∈ [0, 1].

3��
����� ����#���� (��	�% ϕ1(θ1) = I[0,1]� ϕ2(θ2) = I[a,1+a]� Φ1(θ1) = θ1� Φ2(θ2) = θ2−a�
3��  ��� �
����� �,C� ����������� ���∫ 1

0

dθ1

∫ 1+a

a

dθ2[y2(θ1, θ2)(2θ2 − a − 1 − 2θ1)] ≥ 0,

� 
��� ��	
����������� (��	�� B ��	����∫ 1

0

dθ1

∫ 1+a

a

dθ2[θ1 + (θ2 − θ1)y2(θ1, θ2)] → max

>�	 	�	 ∫ 1

0

∫ 1+a

a

θ1dθ1dθ2 = const,

�� ��
������� ��!��" 
����)*�) �������∫ 1

0

dθ1

∫ 1+a

a

dθ2[(θ2 − θ1)y2(θ1, θ2)] → max

����

∫ 1

0

dθ1

∫ 1+a

a

dθ2[y2(θ1, θ2)(2θ2 − a − 1 − 2θ1)] ≥ 0.

����!�� (��	�) E�����#��

L = (θ2 − θ1)y2 + λy2(2(θ2 − θ1) − (1 + a)) → max
y2∈[0,1]

��	��� ���������� ���������

y2 =

{
0, �
�� (1 + 2λ)(θ2 − θ1) − λ((1 + a)) < 0�

1, �
�� (1 + 2λ)(θ2 − θ1) − λ((1 + a)) ≥ 0�

,A



x

θ2 = θ1 + x

y2 = 0

y2 = 1

θ1

θ2

1

a

1 + a

0

:�
� .�

7
�� ���  ��� λ = 0� �� �������
� ����
�����% �������� 	�����%� 	�	 ����
���� ��
������������� �
������ ����������"��% �������"��
�� � 
����
����
�� 
� 
���������
/���������"��� λ > 0�

>�	�� �������� ��!����  ��% ������ �������� ��	�

y2 =

{
0, �
�� θ2 − θ1 < x = x(a)�

1, �
�� θ2 − θ1 ≥ x�

��� x > 0 B �������"��� ��	��� ���∫ 1

0

dθ1

∫ 1+a

a

dθ2[y2(θ1, θ2)(2(θ2 − θ1) − (a + 1))] = 0.

'���
���  ��� �������� � ���1 
�����1� 	���� x ≥ a � 	���� x < a�
�� x ≥ a�

∫ 1+a

x

dθ2

∫ θ2−x

0

dθ1[2(θ2 − θ1) − (a + 1)]

=

∫ 1+a

x

dθ2

[
(2θ2θ1 − θ2

1)
∣∣θ2−x

0

]
− 1

2
(1 + a)(1 + a − x)2

=

∫ 1+a

x

dθ2[2θ2(θ2 − x) − (θ2 − x)2] − 1

2
(1 + a)(1 + a − x)2

=

(
2
θ3
2

3
− xθ2

2 −
(θ − x)3

3

) ∣∣∣∣1+a

x

− 1

2
(1 + a)(1 + a − x)2

=
2

3
(1 + a)3 − x(1 + a)2 − (1 + a − x)3

3
− 2

3
x3 + x3 − 1

2
(1 + a)(1 + a − x)2

=
2

3
x3 − x2 3

2
(1 + a) + (1 + a)2x − 1

6
(1 + a)3

=
1

6
(x − (1 + a))2(4x − (1 + a)).

,C



4 ��������� (x − (1 + a))2(4x − (1 + a)) = 0 ��� 	���� B x = 1 + a � x = (1 + a)/4�
3����� ��
	��"	� a ≤ 1/3� �� (1 + a)/4 ≥ a�

3�	�#�� �����"� ��� ��� a ≤ 1/3 	����% x < a �� 
�*�
������
�� x < a�

0�� ������ 
�
������ �������� �� �
��� 	��������∫ 1

0

dθ1

∫ 1+a

a

dθ2[2(θ2 − θ1) − (a + 1)]

=

∫ 1+a

a

dθ2

[
(2θ2θ1 − θ2

1)
∣∣1
0

]
− (1 + a)

=

∫ 1+a

a

dθ2 [2θ2 − 1] − (1 + a) = (θ2
2 − θ2)

∣∣1+a

a
= a − 1.

>����" �� ����#���� �������"��	��∫ 1

a−x

dθ1

∫ x+θ1

a

dθ2[2(θ2 − θ1) − (a + 1)]

=

∫ 1

a−x

dθ1

[
(θ2

2 − 2θ1θ2)
∣∣x+θ1

a

]
− (1 + a)

1

2
(1 + a − x)2

=

∫ 1

a−x

dθ1

[
(x + θ1)

2 − 2θ1(x + θ1) − a2 + 2θ1a
]
− (1 + a)

1

2
(1 + a − x)2

=

(
(x + θ1)

3

3
− xθ2

1 −
2

3
θ3
1 − a2θ1 + aθ12

) ∣∣∣∣1
a−x

− (1 + a)
1

2
(1 + a − x)2

=
2

3
x3 +

(
1

2
− 3

2
a

)
x2 + (a2 − 1)x +

(
−a3

6
− a2

2
+

3

2
a − 5

6

)
,

� ������� ��#��% ��� ��������� �����

− (1 − a) − 2

3
x3 +

(
1

2
− 3

2
a

)
x2 + (a2 − 1)x +

(
−a3

6
− a2

2
+

3

2
a − 5

6

)
= −2

3
x3 +

(
3a

2
− 1

2

)
x2 + (1 − a2)x +

(
a3

6
+

a2

2
− a

2
− 1

6

)
.

6��������  ��� ��������� ����� P (x, a)� � �

������ ����
������� �
�� ��
� 2�� ��� ��� x = 0  ��� ��������� ��������� ��������"��� �����5

��� ��� �
�1 a ∈ [0, 1/3]�
:�

������ �����" ����������)

P ′
x(x, a) = −2x2 + (3a − 1)x + (1 − a2)

= −(2x − (a + 1))(x − (a − 1)).

3�� (�	
��������� a P (x, a) ������
� ����������� ����"�% 
������� ������ ��	��"5
���  	
������� � ���� ��	���� a − 1 B �������� (a + 1)/2 B ��	
���� �
�� ��
� A��
>�	�� �������� ����� ��	����"� ���  ��� ��������� �� ����� 	����% �� ��������� [0, a)�
��
������� ��������" ��� �������� � ���	� a�

3��
����� x = a � P (x, a) � ������� 
����)*���

P (a, a) = −2

3
a3 +

(
3

2
a − 1

2

)
a2 + (1 − a2)a +

(
a3

6
+

a2

2
− a

2
− 1

6

)
=

a

2
− 1

6
.

,G



P(0, a)

1 a

-1/6

2 − 1
−

:�
� 2�

P(x, a)

x

a − 1

a + 1
2

:�
� A�

,H



6�
)�� ��������� ��� ��� a ∈ [1, 1/3] �  ���� ���������� �� 
�*�
����� 	����� ���"!���
a� ������ ���������
� 
����% + � x(a) ≥ a �x(a) = (1 + a)/4�� /���������"��� ��!����
�
1����% ������ ��	
������� �#�������� �����
��� ��	����

y2 =

{
0, �
�� θ2 − θ1 < (1 + a)/4�

1, �
�� θ2 − θ1 ≥ (1 + a)/4�

� ��#�� 
�
�����" �#������% ������" �����
�
�������

EW = Eθ1 + E(θ2 − θ1)y2 =
1

2
+

∫ 1+a

x

dθ2

∫ θ2−x

0

dθ1[θ2 − θ1]

=
1

3
(1 + a)3 − 1

2
x(1 + a)2 − 1

6
(1 + a − x)3 − 1

3
x3 +

1

2
x3 +

1

2

=
1

3
(1 + a)3 − 1

2
x(1 + a)2 − 1

6

(
1 + a − 1 + a

4

)3

− 1

3

(
1 + a

4

)3

+
1

2

(
1 + a

4

)3

+
1

2

=
1

2
+

9(1 + a)3

64
.

������ ��� ���������� �	
���� ���
	� ����	�����������
����%  ������� ���
��
��� �
����	��� �� �����
�� � ������ -���	���� �����������
� E{x − w(x)}%
������
���� �����������
� E{w(x) − C(a)}% ��
 C(a) ' ���
�"�� ���	�� ��
���%
a ∈ [0, 1]% C ′(a) > 0% C ′′(a) > 0% C ′(0) = 0% C ′(1) = ∞� (���� ����	����� x �������
�
���� �� � �� ����
���O X �  
��������� a � 0 �  
��������� 1−a� )�������� �����
��� 
�� ��	
������ ��
��� �� 
� ��	�

$*& -�����
 �
���	� �� ������	���� ��� 
�� ���	�� a∗% �� 
��� ��� 
�� ���	��%
�������������� ���
�� 
���
 ������� ��

$.& +�
���	�"��% ��� ����	���� �
 ���	��
� ���	�� ��
��� a � ��"
� ��
�	��
���� �������� ��	���  ��� w(x)� -�����
 ������	���� ��������� ;�� ���

��� 
�� ���	�� � �
���	� �� ������	���� a∗�

$:& +�
���	�"��% ��� ��
�� �
 ��

� ������	��� ������� �
�
�% �� 
��� ��������
��	"
� ��� 	
� ����� ��	� � w(x) ≥ 0� -�����
 ������	���� �������� �
��� ���
 ��� 
�� ���	�� � �
���	� �� ������	���� a∗�

��	�
��� ��� /�������% �#������% ������! ������� �����

E{x − C(a)}

<�	
�������� �#������% ������! �� a

aX + (1 − a)0 − C(a) −→ max
a

���� a ∈ [0, 1],

������� �
����� ������� �����	�
X = C

′
(a).

6������"��� ��������� a ����� a∗ B ��!����  ���� ����������

-J



�&� ' 
����� ������)�����
�� �
���% ����������% ��	
��������� 
����)*�) (��	5
�)

aw(X) + (1 − a)w(0) − C(a) −→ max
a

���� a ∈ [0, 1].

' �����"����� ������� �
����� ������� �����	�

w(X) − w(0) = C
′
(a).

>�	�� �������� ������ �����"��	� ����� ���

aX − aw(X) − (1 − a)w(0) −→ max
w(X),w(0)

���� w(X) − w(0) = C
′
(a),

aw(X) + (1 − a)w(0) − C(a) ≥ 0.

6�������� � ��������� ��
������ �������
��� ���������
� 	�	 �����
��� ������ w(X) �
w(0) ����� �� ���" ����"!��� �� ���� � �� #� ����) ���������� /���������"��� �#�5
������ ���������� ����� ������������ ����� �����#	�� � �����"��	 ��	
��������� ��
#� (��	�)� ��� � � �������*�� ���	��� ;�����	� ��� �������"���� ������ �
���%
��1����
� �� �
����% {

w(X) − w(0) = C
′
(a∗) = X,

a∗w(X) + (1 − a∗)w(0) = C(a∗).

' ������ 
����"�� �������"��� �
���� ����� ���" �������� ��� 
����)*�� 	�����	��

w(X) = C(a∗) + (1 − a∗)X > 0,

w(0) = C(a∗) − a∗X < 0.

�9� '���!�� ������ �����"��	�

aX − aw(X) − (1 − a)w(0) −→ max
w(X),w(0)

���� w(X) − w(0) = C
′
(a), �,G�

aw(X) + (1 − a)w(0) − C(a) ≥ 0, �,H�

w(X, ), w(0) ≥ 0. �-J�

$� �,G� 
������� ��� w(X) > w(0)� 8������
��� �,H� �� ��#�� ���" 
������� ������
	�	 � � �������*�� ���	��� w(0) < 0� 0����� � ��������� w(0) ���#�� ���" ������
���)� ����� � w(X)� � w(0) ����� �� ���" ����"!��� �� ���� � �� #� ����) ���������
/���������"��� ������ ��������� ���

aX − aC
′
(a) −→ max

a

6������"��� a∗∗ ����������
� �� ���������

X − aC
′′
(a∗∗) − C

′
(a∗∗) = 0.

-+



E��	� �����"� ��� ��	 	�	 C
′
(a) 5 
����� �����
��)*�� (��	��� ��

C
′
(a∗∗) = X − a∗∗C

′′
(a∗∗) < X = C

′
(a∗).

/���������"��� a∗ > a∗∗� 7
�� ����� ����� �����������) �����
������
�"� �� ������"
�
���% ��#� 
����"�� �������"�����

������ ��� ���������� � ���
������ ������ ����#��
	����� ������� +�	
������
��
��� �� q 
����# �� ��� �� �� θq − t% ��
 t ' �����% ��	��
���� �� �� ��% � θ = {θ%
θ}� �
��������� ����% ��� θ = θ �� �� π� θ ��	��
% �
� θ O θ/θ < 1/(1 − π)� !��
�"��
����� ���� � �� �� q2/2� (������ �� 
� ��	�

$*& -�����
 �
���	� ��� ��������

$.& -�����
 ��	� ��� �������  �����
������� ���
	��

$:& +�
���	�"��% ��� ��G� �  �
� �� �
����
 �����
��% ����	���� �
 ��"
�
�� �

 ���	�������  �  ����� �
����
 $J*M*@I>% XK�a&� 8������
������
 ��	� ��
������	���� ��������  � ���
������� ���
	��

$<& 8������
������
 ������	���� ��������% ������� �� �� �����
�� �  �����
���� �
�
������ $���������� ����� ��	� �� �
� ��� �������&�

��	�
��� ��� '���!�� ������ ����
�����% ����������

θq − q2

2
−→ max

q

6������"��� ��������� q ����� q∗(θ) = θ�

�&� 8����"��	 ���������� ��� 	�����	�� (p, q) � (p, q)��� �����1 ����� �������� '�5
��!�� ������ �����"��	�

π

(
p −

q2

2

)
+ (1 − π)

(
p − q2

2

)
−→ max

p,q

���� θq − p ≥ 0, �-+�

θq − p ≥ 0, �-,�

θq − p ≥ qθ − p, �--�

θq − p ≥ qθ − p. �-.�

'�
���"����
� ����
���� �����"������ ���
�*�� ��� ����������� �-+� � �-.� 5 
�������
� �-,� � �--� 5 ��� ��� �������
��� �-.� � θ > θ 
������ �-,�� �� ���� 
���� �������)�
�
�-+� � �-.�� �� ���� 
������� ��� �--� B ��
�������� 6������"��� ��� ��������)�
� ��
(�������

p∗ = θq, p∗ = θq − θq + θq.

>����" ������ ��	
������� ��������� ���

π

(
θq −

q2

2

)
+ (1 − π)

(
θq − θq + θq − q2

2

)
−→ max

q,q
.

-,



'���!�� �
����� ������� �����	�

π(θ − q) + (1 − π)(θ − θ) = 0,

(1 − π)(θ − q) = 0.

6�
)���

q∗ = θ, q∗ = θ +
1 − π

π
(θ − θ).

�9� '�
���"����
� ����
���� �����"����� �Q�R�STL� UV A�� ��� ��� �������#��
��
����
������" 	����	� �������"��% �������������% ��1�����  	���������� 
��1�
��5
��
	��� �������������� ��1������� /���������"��� � ���1��������% ������ �����"��	
���#�� ��%
������" � 
������
���� 
 �L9OSD5&L�� ��!����� �� ������������% �������

�D� '� ������ ������� �����"��	 ����� ��%
������" � 
������
���� 
 �L9OSD5&L�� ��5
!������ 1���� ���" ��#��� � 
 ������� ���������� ������� �����1 ������ 3� ����
����� θ ��	���� � �����% ������ �� ������� 	�����	� ��� ������� ���� �������� ��	 	�	
� �����% ������ �� �������� �������
�"� �� ��������� ������ �� ������� 3� ���� �
��
����� �������� � �����% ������ q∗� ��� 
���� �� �������� 
��% ���� >�	#� �� ��#��
��	�)���"� ��� ����� θ ��	���� �� �������� 	�����	�� q∗� 7
�� ����� ������ � ������
������� q∗� �� �� ������ ������� �� �� ������� ������� ��	 	�	 �����"��	 ����� ��� ����
6�������� 	�����	��� 	������ �������� θ� 	�#��% �� �������� q1 � q2� >�	 	�	 �� ���5
��% ������ �����"��	 ��%
����� � 
������
���� 
 �L9OSD5&L�� ��!������ ��"���������% q2

����� q∗� ' 	�#��% ������ ������� ����� θ ����������� ��#�� ��"������������ K����
�����������"� ��� � �����% ������ ������� ��
�" x ������� θ ���������� ������#��"

��� � �������� q∗� >���� ���� ������� θ 
���� ��1� 	�� ������ q1 �����

π2 =
π

π + (1 − π)(1 − x)
.

6������"��� ��!���� (p2, q2, q
∗, p∗2) �*��
� ��	 #� 	�	 � � ���	�� �&�� ���"	� 
 ����%

��������
�") π2� ���� ��!����� �� �������� ������! ���
���	� θ �� ������ ������� ��
���������� 
�������� q1 � ������� >�	 	�	  ��� ���
���	 ����������� � �����% �������
�� ����������� �-.� � �-+� ����� ����" ���

(q1θ − p1) + δ(q2θ − p2) = q∗θ − p∗1, θq1 = p1.

0����� �� �
����� ������� �����	� ��������)�
� �������"��� q1 � x� �������� ��� ���
 ��� �
���"����
� 
����)*�� (��	�� E�����#�

(1 − π)x

(
p∗1 −

θ
2

2
+ δ

θ
2

2

)
+ (1 − π)(1 − x)

(
p1 −

q2
1

2
+ δ(p∗2 −

θ
2

2
)

)
+

+π

(
p1 −

q2
1

2
+ δ(p2 −

q2
2

2
)

)
−→ max

q1, x

������ ��� ���������� ����� 	 �
"�� � ��� ��
�����O �������
	
� Z � ����� �
#�� J� 8#
��� �������
	
� �� ��� θb �������
� ����
��
 1 + α + β �  
���������
x � α �  
��������� 1 − x� 8#
��� ����� #�� �� ��� �������
� ����
��
 0 �  
���
������� y � 1 + α �  
��������� 1 − y� +�� t = 0 ��
��� ������� �� ���������
+�� t = 1 ��"��� ��
�� ��"
�  	�"��� �� 
���#��O Z �� 
�����
�  x% J �� 
�
�����
�  y� !��
�"�� �� 
���#�� �� �� x2 � y2 ���� 
��� 
���� ��� t = 2 ��
���
���	��� �#
��� ���� ����� � ����� ����� ����

--



$*& 8������
������
 �
���	� �� ������	���
 ��� �� x � y � ��	��
���
 ���
�� 
��
��
 ������� ��

$.& +�
���	�"��% ��� �
�
�� ��� >] ^?=5 ���������� ���	���� �b���� ��� �
�
��
-/��� -�����
 x � y � ���������
 ������� ��

$:& +�
���	�"��% ��� ��������� ����� �������� ��	��������� �������� ������
 ��� �� #
�
 p% ������� �
 ��"
� ���� �����
� ������������� �������% ��
��"
� ���� �
�
�����
� ��
��� ���������� -�����
 x � y � ���������
 ���
����� �  �� �������� �� p� -�����
 p% ������������

 ������� ��

$<& +�
���	�"��% ��� Z ������
� J �% �	
�� ��
	���% ���� �� �
� �
�
  
�� >] ^?=5
 ������� -�����
 x � y � ���������
 ������� ��

$>& +�
���	�"��% ��� J ������
� Z �% �	
�� ��
	���% ���� �� �
� �
�
  
�� >] ^?=5
 ������� -�����
 x � y � ���������
 ������� ��

$c& (	�  �
� ����
��� α ∈ [0, 1] � β ∈ [0, 1] ��� ���
 ������� �  ������� $.&'$<& �
�������
������
 ����
��� �����
��� α � β% ��� �������  ������ ���
���#���

��	�
��� ��� >������� ��#�� �������� ����
1���� �
����� �� �
	�)������ 
������ 	�5
��� θb = α � θs = 1+α� 3� ����� ����� ��%�� 
����"�� �������"��� ������ ����
���%�
���� �������������" 
����)*�) (��	�)

xy[1 + α + β] + x(1 − y)β + (1 − x)yα − x2 − y2 −→ max
x,y

.

'���!�� �
����� ������� �����	�{
y[1 + α + β] + (1 − y)β − yα − 2x = 0,
x[1 + α + β] − xβ + (1 − x)α − 2y = 0,

⇔
{

y + β = 2x,
x + α = 2y.

6�
)�� ���	� �������" �������"��� �������� ����
���%

y∗ =
β + 2α

3
, x∗ =

2β + α

3
.

:�

������ ��*�
������� �����
�
������

W ∗ = xy + βx + αy − x2 − y2 =
α2 + β2 + αβ

3
.

�&� 7
�� � ����������1 �
���"����
� �������� ��!���� 8 !�� �� �� ����� �
���"����
��� �������� ��� p = (v + c)/2� 4��
���	� ��	
�������)� (��	��

UB = E

(
v − c

2

)
+

− x2 −→ max
x

,

US = E

(
v − c

2

)
+

− y2 −→ max
y

.

/���������"��� ������ ��������� ���
1
2
[xy + βx + αy] − x2 −→ max

x
,

1
2
[xy + βx + αy] − y2 −→ max

y
.

-.



4
����� ������� �����	� ���)� ���
1
2
[y + β] = 2x,

1
2
[x + α] = 2y,

=⇒ x∗ =
4α + β

15
, y∗ =

α + 4β

15
.

:�

������ �����
�
������

W =
(4α + β)(α + 4β)

225
+

(4α + β)β

225
+

(α + 4β)α

225
− (α + 4β)2

225
− (α + 4β)2

225
=

=
47α2 + 47β2 + 31αβ

225
.

�9� 3�������#��� ��� ������ ����������
" ��������" �� ��� p� 3�
�" p ∈ (1 +
α, 1 + α + β]� >�������� ����
1���� �
����� ��	 	�	 ������� �������� '���!�� ������
����������

UB = x(1 + α + β − p) + (1 − x)(α − p) − x2 −→ max
x

,

US = yp + (1 − y)(p − 1 − α) − y2 −→ max
y

.

6������"��� �������� ����
���% � �����
������� �����

x∗ =
1 + β

2
, y∗ =

1 + α

2
, W =

(1 + α)2 + (1 + β)2

4
− 1.

>���� ��	�% #� �����"��� �� ������� ��� p ∈ [0, α)� 7
�� p ∈ [α, 1 + α]� �� ��������
�
���� ����
1���� �� ��� p � ��#�� ���" ��	������ ���"	� �
�� v = α, c = 1 + α�
'���!�� ������ ����������

UB = x(1 + α + β − p) + (1 − x)y(α − p) − x2 −→ max
x

,

US = yp + x(1 − y)(p − 1 − α) − y2 −→ max
y

.

4
����� ������� �����	� �������)� ���{
x(1 + α − p) − 2y + p = 0,
−2x + y(p − α) + (1 + α + β − p) = 0.

6������"��� �������� ����
���% �����

x∗ =
2(1 + α + β − p) + p(p − α)

4 − (1 + α − p)(p − α)
, y∗ =

(1 + α + β − p)(1 + α − p) + 2p

4 − (1 + α − p)(p − α)
.

:�
��� (��	�� �����
�
������ �� �������� � 
��� ��������%��% �������	�
���

�D� ' 
������ 	���� ��	������" ����������� �������� ����
���� 
� 
������ ���5
���� ����� ���)� ������ ���������� ����� ���

βx − x2 −→ max
x

.

' �����"�����

x =
β

2
, W =

β2

4
.

-2



�L� =���������� x = 0�
αy − y2 −→ max

y
.

3������ ���#�� ����
�������"

y =
α

2
, W =

α2

4
.

�W� /�������� �����
�
������ � ��������1 ���	��1� �������� �������"� ��� � ���5
��� ���	�� ��� ��	
����"���� � 
����)*�� �� �������� ��#�� ���� �)��� �� ��1� �
����
���
�� �� �������� �����������

������ ��� ���������� ����� 	 �
"�� � ��� ��
�����% ���  �����
 d���� �
0��� $[eff&� 8#
��� �������
	
� � ����� #�� �� ��� �� �� v = 2+18xβ � c = 20−18yσ
���� 
��� 
���� Q�
�� β � σ ' �
���	��
��
 �� 
���#�� Z � J%  	�"
���
 ���
t = 1/2% v � c ����
����
��� ���	��
��% x � y � 	���� �	�������� �
�
�
��
����% �� ���
��� � �
�� ����� �����
�
	
����� �� [0, 1]� !� 
���#�� �����
���O
β, σ = {0, 1}� !��
�"�� �� 
���#�� �� �� β � σ� _���� 	� �������% �� 
��� q = {0, 1}�

$*& -�����
 �
���	� �� ������	���� ��� 
�� ����� 	� �	�  �
� β% σ% x% y�

$.& -�����
 �
���	� �� ������	���� ��� 
�� �� 
���#���

$:& +�
���	�"��% ��� ��������� ���	��	� �������� ,������ ����� #
�� p0, p1�
-�����
 ��	� �� ������	���� �������� ,������ ����� #
���

$<& +�
���	�"��% ��� ����� �� �� ���  
��,�#���
��� -�����
 ?^5I?@ ��������%
������� �
�	���
� �
���	� ��� �������� $+�
���	�"��
% ��� �������
	 ����
���	
"��  �� �b���� �� ��	��&

��	�
��� ��� >������� �
�*�
������
� ����� � ���"	� ������ 	����

2 + 18xβ > 20 − 18yσ ⇐⇒ xβ + yσ > 1.

�&� '����� �����������

Ω(β, σ) = {(x, y) : xβ + yσ > 1}.

����� ��%�� ����
����� �������"��% ������" ����
���%� ����1����� ��%�� ��	
����
(��	��

W =

∫∫
Ω(β, σ)

18xβ + 18yσ − 18dxdy − β − σ −→ max
β, σ

.

E��	� �����"� ��� �
�� ���� �� ���
���	�� ��	�������
� �� ����
���%� �� ����
����
������� ���
���	� �� ����� ��	�	���  ((�	��� 3� ���� ��� ����1����� 
������" ���"	�
�� 
������� 	���� ���� �
� ����
����)� (β = σ = 1)� ���� �� ����
������ ��	�� (β =
σ = 0)� ' ������ 
����� ��*�
������� �����
�
������ �����

W =

1∫
0

1∫
1−x

18xβ + 18yσ − 18dydx− 2 = 1.

-A



7
�� ����
���% ���� �� �����
�
������ ����� ���)� �� �
�" �������"��� ������
� ��5
��
��������� 
 ����1 
������

�9� 3�������#��� ��� 
������ ��	�)���� 	�����	� (p0, p1)� ���
" pq 5 �������� ����
5
(���� �� ��	������� 	 ������� ��� �������� �������� q� 6�������� k = p1−p0� >�	��
�������� {

v > k > c ⇒ q = 1, p = p1,
����� ⇒ q = 0, p = p0.

'���!�� �������
�� ������� � ��	�������

UB = −p0 +

∫∫
v>k>c

v − k dx dy − β,

US = p0 +

∫∫
v>k>c

k − c dx dy − σ.

�������� ��� v > c ���"	� ��� ����#����"��1 ����
����1� �� ���� ���	� (0, 1), (1, 0)
�� ����� ���" �������
���� �� 8 !�� 8�������� ���	� (0, 0) ������
� �������
���� 6
��5
��
" ���"	� ��������"� ����� �� �������
��� ���	� (1, 1)� 3�
�" β = 1, σ = 1�

UB = −p0 − 1 +

∫∫
2+18x>k>20−18y

2 + 18x − k dx dy =

= −p0 − 1 +

1∫
k−2
18

1∫
20−k
18

2 + 18x − k dx dy =
(k − 2)(k − 20)2

648
− p0 − 1.

=����������

US = p0 − 1 +

∫∫
2+18x>k>20−18y

k − 20 + 18y dx dy =

= −p0 − 1 +

1∫
k−2
18

1∫
20−k
18

k − 20 + 18y dx dy =
(k − 2)2(20 − k)

648
+ p0 − 1.

>��	� (1, 1) ������
� �������
��� ����� � ���"	� ������ 	����
(k−2)(k−20)2

648
− p0 − 1 ≥ −p0,

(k−2)2(20−k)
648

+ p0 − 1 ≥ p0,

⇔


(k − 2)(k − 20)2 ≥ 648,

(k − 2)2(20 − k) ≥ 648.

0���
����� k �*��
� 	�	 ��!���� �������
���

(k − 2)(20 − k) ≥ 648
2
3 = 36

3
√

9.

/���������"��� ���

k ∈
[
11 −

√
81 − 36

3
√

9, 11 +

√
81 − 36

3
√

9

]
,

-C



���	� ���	� (1, 1) ������
� �������
��� �� 8 !��

�D� ' 
������ 	���� ��	�)����
� �������% 	�����	� � �
� ������������ 
��� ���5
�����#�� ��	������)� �������
�� ����	�� �������� 
����)*�� ��������

US = p0 +

∫∫
k>c

k − c dx dy − σ,

UB = −p0 − 1 +

∫∫
v>c

v − c dx dy −
∫∫
k>c

k − c dx dy − β.

3�����������  �� ����#����

US = p0 +

1∫
0

∫
20−k
18

1k − 20 + 18yσ dx dy − σ,

UB = 18

∫∫
Ω(β, σ)

xβ + yσ − 1 dx dy − US − σ − β.

8�%��� �������� �������
��% � ���	�1 (1, 1), (1, 0), (0, 1)

US
∣∣∣
(1,1)

= p0 +

∫
20−k
18

1k − 20 + 18y dx dy − 1 = p0 − 1 +
(k − 2)2

36
,

UB
∣∣∣
(1,1)

= 3 − p0 − 1 − (k − 2)2

36
,

US
∣∣∣
(1,0)

= p0,

UB
∣∣∣
(0,1)

= −p0 −
(k − 2)2

36
.

�������� ���

UB
∣∣∣
(1,1)

> UB
∣∣∣
(0,1)

� US
∣∣∣
(1,1)

> US
∣∣∣
(1,0)

⇔ (k − 2)2

36
≥ 1, k ∈ [2, 20],

�� �
�"� ���
k ∈ [8, 20].

/���������"�� �������% 	�����	� ��������� ����
�����% ������� ��� k ∈ [8, 20]�

������ ��� ����������� ��������� �	�� +���� 
# ���
� ������� 
����#� ���
 ���� D�� �#
��� �� ��� �� �� c > 0� D��� n �������
	
�% ��� �#
��� θi � 	����
�� ������� ��,����#�
�� `] *@5> �#
��� �������
	
� �
�� ����� � �����
�
	
�� ��
[0,∞) � ,���#�
� �����
�
	
��� F (θ)� +���� 
# ��"
� ��������� ������ � #
�� p%
�� 
��� 
�	�  �
 ��� �� ��"
 p% ����� 
# ���� 	�
� �� �� �
�
�

$*& -�����
 ������ � #
�� p∗% ������	��� �	� ����� #��

$.& W 	�
��� 	� ���#��� �
� �� #
�� �� ������ �� #
��� p∗ ������	���� ���#���
���1 W 	�
��� 	� �� >] ^?=5 /,,
��� ���1

-G



$:& 8� 
���
 �� �
 "
  ������ �	� ���#����  ����� #
���

$<& �
���
 $*& �	� �� ���
����� � /�����
�#��	����� �����
�
	
����

��	�
��� ' �
�����1 ������ �#������% ������! ������� ��� 
�������% ���
p ≥ 0 �����

cF n(p) + n

∫ ∞

p

(θF ′(θ) + F (θ) − 1)F n−1(θ)dθ. �-2�

0�	�#��  �� �����#����� � ��������#����� ��� � �
�1 ��	�������% �
�" ��*�� ���5
����
��� 
�������� b(θ) ��� �� 
�*�
����� 
����������� �������
���� ������ ��� ������
�
�����
��)*�% �� θ (��	��%�

8� ����������� ��*��
��� ��

������ ���"	� ������� ��	������� �� 
��� 
���������
 ���� ��
��������� 3�
�" ������� q = q(b1, . . . , bn) �	�������� 
	��"	� ������" �������
��	������)� �
�� 
������ ����	� b1� � � � � bn� /���������"��� �#������% �����# +5��
����	� �����

Q(b1) = E−1[q(b1, b(θ2), . . . , b(θn)] ≡ Eθ2,...,θn[q(b1, b(θ2), . . . , b(θn)].

3�������#��� ��� b1 ��������
� �� ����
�� �������% (��	�� b �7
�� b B �������
5
��� 
��������� �� b(θ1) B ������!�% ����� 
���� �
�1 b1� � ������� � 
���� b1 ∈ b(R)��
>����

Q(x) = E−1[q(b(x), b(θ2), . . . , b(θn)].

>�	 	�	 b �����
���� �� x� �� ����� ��
�����
� +5�� ������� �
�� � ���"	� �
�� b(x) >
b(θi) ��� i = 2, . . . , n� ��� θ2, . . . , θn < x� '�������
�"  ���� 
������ �����

P{θ2, . . . , θn < x} =
n∏

i=2

P{θi < x} = F n−1(x).

/���������"��� ������! ������� ��	������� �����

Π(x, θ1) = θ1P{b(θ2), . . . , b(θn) < b(x)} − Q(x) = θ1F
n−1(x) − Q(x).

����
" x B ?����������@ ���	� ������� θ1 B ?�
������@ ���	���
3�
	��"	� b ������
� ������
��% 
��������%� �� arg maxx Π(x, θ1) = θ1�
:�

������ �
����� ������� �����	��

θ1[F
n−1(x)]′ − Q′(x) = 0 ��� x = θ1�

I�� ��������� ��� θ1 ≥ p� 3�� θ1 = p ���#�� ��������"
� �
����� �������"��
�� ���
��	����
�� θ1F

n−1(θ1) − Q(θ1) = 0�
3������������� ���������� ��((�������"��� ���������� 3������

Q(θ1) − Q(p) =

∫ θ1

p

θ[F n−1(θ)]′dθ

= θF n−1(θ)
∣∣∣θ1

p
−

∫ θ1

p

F n−1(θ)dθ

= θ1F
n−1(θ1) − pF n−1(p) −

∫ θ1

p

F n−1(θ)dθ.

-H



$� �����"���� �
����� �Q(p) = pF n−1(p)� ��������� ���

Q(θ1) = θ1F
n−1(θ1) −

∫ θ1

p

F n−1(θ)dθ.

6#������% ��1�� ������� �� +5�� ������ �����

q1 =

∫ ∞

p

Q(θ1)dF (θ1).

3��
����� 
)�� Q(θ1)� 3������

q1 =

∫ ∞

p

[
θ1F

n−1(θ1) −
∫ θ1

p

F n−1(θ)dθ

]
F ′(θ1)dθ1

=

∫ ∞

p

θ1F
n−1(θ1)F

′(θ1)dθ1 −
∫ ∞

p

[∫ θ1

p

F n−1(θ)dθ

]
F ′(θ1)dθ1

=

∫ ∞

p

θ1F
n−1(θ1)F

′(θ1)dθ1 −
∫ ∞

p

dθ

∫ ∞

θ

F n−1(θ)F ′(θ1)dθ1

=

∫ ∞

p

θ1F
n−1(θ1)F

′(θ1)dθ1 −
∫ ∞

p

F n−1(θ)(1 − F (θ))dθ

=

∫ ∞

p

(θ1F
′(θ1) + F (θ1) − 1)F n−1(θ1)dθ1.

7
�� ������� �� ������ ������ �� ��� ��
����
� ��� ���
����"��� ���	� c� I�� ���5
�
1���� 
 ��������
�") F n(p)� 3� ���� ��*�% �#������% ������! ������� �����
cF n(p) + q1 + · · ·+ qn� I�� �����

cF n(p) + n

∫ ∞

p

(θF ′(θ) + F (θ) − 1)F n−1(θ)dθ.

4����#����� ��	������
6�������� �������"��) 
�������) ��� p∗� 0��  ���� ��	
��������� �-2�� 0�((�5

������� �� p ���������

cnF n−1(p)F ′(p) − n(pF ′(p) + F (p) − 1)F n−1(p) = 0, �-A�

nF n−1(p)((c − p)F ′(p) + F (p) − 1) = 0. �-C�

6�
)�� �������� �
����� �� p∗ � p∗ = c + (1 − F (p∗))/F ′(p∗)� �������� ��� p∗ > c�
�&� � �9� 6������"��� 
�������� ��� ����
����
� ��� �
�1 ��	������ �����������5

)*�1 
����)*�� 
��%
�����

• 7
�� �
� ����	� ��#�� ��� 
�������� ���� B ����� �� �������
��

• >���� ��
����
� ������� 
�����!��� 
���) ��
�	�) ����	��

• '
� ������ ������

• /�*�
����� 
����������� �������
�� 
 �����
��)*��� 
�����������

.J



=�	���� �����% � �����% ��� �����������)�  ��� �
�������
>�	�� ��������  �� ��	���� �������"��� 8� ���� �� ��1 �� ������
� LM NO��  ((�	5

������� ��	 	�	 p∗ > c ��
�� c < max θi < p∗� ����� �
�����
� � ������� � �� ��
�����
�
������ 
 �������� ��
�	�% ���	�%�

�D� 0�� ������������ ��
����������

F (θ) =


0, ��� θ < 0�

θ/θ, ��� 0 ≤ θ ≤ θ�

1, ��� θ > θ�

:�!�� ��������� ��� 
�������% ���� ���������

p = c +
1 − p/θ

1/θ
= c + θ − p,

��	��� ��1���� p∗ = (c + θ)/2� ��� 0 < c < θ� 7
�� c ≥ θ� �� p∗ ��#�� ������" �)����
��	��� ��� p∗ ≥ c�

0�� ��	������"���� ��
����������

F (θ) =

{
0, ��� θ < 0�

1 − e−λθ, ��� θ ≥ 0�

'  ��� 
����� p = c + (1 − F (p))/F ′(p) = c + (1 − (1 − e−λθ))/(≤−λθ) = c + 1/λ� >�	��
�������� ��� ��	������"���� ��
���������� p∗ = c + 1/λ�

������ ��� +������
	� B ���
� ������
��� 
����#� �� ��� � ����� #� S  ���
��
t = 1� � ���
�� t = 1/2% S �
	�
� �� 
���#�� σ ∈ [0, 1]  ���
�� � �� ���% ������
 �

����� ����  �	�
��  ��������� ;�������� ����� ���� � �� ���  ���
�� t = 1
��������� � �� �� c = 1/2� � ���
�� t = 1 B ��	���
� ��	
������ �� ����
�	
���
�� ���% �����
�
	
���  ���� 
��� �� �� �	
���
� ,���#�
� �����
�
	
��� F (v) =
v + σ(v2 − v)� ;�������� �� 
���#�� �� �� σ/24�

$*& -�����
 �
���	� ��� �������O ������	��� ����� 	 >]�^?=5 � ������	���

�� 
���#�� >]�*@5>�

$.& +�
���	�"��% ��� ������� ���	��	� ��������  ���
�� t = 0% �� ���� ��� ��
��� � #
�
  ���
�� t = 1� g�� ��������
�% 
�	�  �� �
�
�� ����� ��	� �������
	
"�� B1 D�	� B � S ��	���� �� ��� �
�
�� ����� ��	��1 D�	� �����
�
	
��

�
�
�� ����� ��	� (1 − γ) : γ 1

$:& +�
���	�"��% ��� �
�
�� ����� ��	� �����
�
	
�� ��� (1 − γ) : γ� 0�"
� 	�
�	������ �����#� ��#���1

��	�
��� ��� >������� ����
1���� ����� � ���"	� ������ 	���� v ≥ c = 1/2� F����
�����"
� ��������� ����1����� ��	
����������" �#������% ������! �� ��������

E(v − c) − c(σ) =

1∫
1
2

v dF (v) − c

1∫
1
2

dF (v) − σ2

24
−→ max

σ
.

.+



�������� ���

1∫
1
2

v dF (v) − c

1∫
1
2

dF (v) =

(
2

3
v3σ +

1

2
v2(1 − σ) − cF (v)

)∣∣∣1
1
2

=
σ

12
+

1

8
.

/���������"��� ����1����� ��	
����������" (��	�)

σ

12
+

1

8
− σ2

24
−→ max

σ
.

$� �
����� ������� �����	� �������� σ∗ = 1�

�&� 7
�� � ������ t = 1/2 ���� 
������ ����
���� σ� �� �#������� ������" ��
�������� 
�
����� σ/12 + 1/8� 7
�� ������� S ������� ���"	� ��
�" γ �� ���� �� ����5
���"��% ������" ����
���% ��1����
� �� ������

γ

(
σ

12
+

1

8

)
− σ2

24
−→ max

σ
.

/���������"��� σ = γ� /����
���� �����
�
������ �����

W =
γ

12
+

1

8
− γ2

24
.

7
�� �
�% �����������% 
���% �������� �������� �� ����� ��
������ ����
�����% ����5
���� 7
�� �
�% �����������% 
���% �������� ��	������"� �� �� ����� 
������ ��	�	�1
����
���%� σ = 0� '  ��� 
������ W = 1/8� 7
�� ������������ 
��� �������� �������
��#�� ��������� �� σ = 1/2 � W = 1/6�

�9� 3�������#��� ��� � ������ t = 0 
������ ��	�)���� �������% 	�����	�� >�
�
�"� ��	������" �������� ����� 	����" ����� �� ��� p1� � � 
����� ��	��� �� ��	��	�
���#�� ��������" ��� p0� '����� ����������� k = p1 − p0� 6�������� ��	������" 
����5
!�� ��	��	� �
�� v ≥ k� :�

������ 
�����)� 	���� k ≥ c� 7
�� v ≥ k� �� ��������
����
1����� 7
�� k > v ≥ c� �� �������� �� ����
1����� 1��� ��� � ������� �
��� '  ���

����� ����
1���� ����
���� 	�����	�� � 
������ ����� ������! � �������� 1−γ : γ�
S� ������� ����
����� ��	
��������� (��	�)

(k − c)(1 − F (k)) + γ
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